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1 Ptlaszczyzna zespolona

1.1 Cialo liczb zespolonych

Liczby zespolone definiujemy jako C := R? wyposazone w dzialanie

(z1,y1)(z2, y2) = (@122 — Y1y2, T1Y1 + Y1Y2).

Jest to cialo. Wprowadzamy oznaczenie i := (0,1). Zanurzamy R — C przez

R>z+— (z,0) € C.

Jest to homomorfizm cial. Kazdy elment C moze by¢ zapisany jako

z=x+iy=(x,y), =z,y€R.

Wprowadzmy odwzorowanie

z=x+iy—zZ =z —ly.
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Jest ono jest automorfizmem ciata C, tzn jest to bijekcja spetniajaca
z1v20=21+%2, Z1Z20 =21 Z2.
Definiujemy tez

Rez :=3:=%(z+?), Imz =y = %(z—?),

|2] := V2z = Va2 + 2

Mamy
|21 + 22| <|z1] + 22|, |2/ =0« z=0.

Ktadziemy
Ry ={zeR :2>0}, Cr:={z€C : Imz>0},
R*:=R\{0}, C*:=C\{0}.

K(z9,7):={2€C : |z —z| <r}, gdziez €C, r>0.

Wygodnie jest wprowadzi¢ notacje x : C — R%, x(2) = (z,y) dla z = = + iy.

1.2 GL(2,C)
Zbior macierzy 2 na 2 oznaczamy przez M(2,C). Typowa notacja:
_|la b
A—[C d}EM(Z,C) (1.1)
z= [ A1 } € C2
22
Macierze dziataja na wektory
As = az1 + bz
cz1 + dzo
Wyznacznik macierzy A:
det A = ad — be.

Macierze odwracalne stanowig grupe:
GL(2,C) :={A e M(2,C) : detA # 0}.

Mamy izomorfizm
GL(2,C) 5> A— (A™HY € GL(2,C).

Dla macierzy (1.1) jest on réwny

(AN = (ad — o)~ [ _db o ] .



Definiujemy
SL(2,C):={A € My(C) : detA=1}.

Jesli A € GL(2,C) i A2 = det 4, to

A4 e SL(2,0).

_ 0 1 0 1
Iyt —
w =[S o]a[ 5 a)
Centrum SL(2,C) stanowi dwuelementowa grupa Z(SL(2,C)) = {1,—1}. Wprowadzamy
oznaczenie

Dla A € SL(2,C)

PSL(2,C) := SL(2,C)/{1, -1}

1.3 Liczby zespolone jako podgrupa M (2,R)
Zdefinujmy
Cs(z+iy) — [ £y } e M(2,R)
Mamy wtedy
P(z1 + 22) = Y(21) + P(22),  Y(z122) = Y(21)¥(22),
(@) = Y(2)".
Czyli obraz 1 jest cialem wewnatrz M (2,R) i 1 jest izomorfizmem. Obraz 1 jest réwny

{AEMz(R) : A[_Ol H:[_Ol é]A}z{[jy g] ::L",yeR}

x(az) = P(a)x(2).

Jesli Jegli a = b+ ic = re!® to mnozenie przez a ma interpretacje obrotu o kat ¢ i skalowania o r.

Mamy

1.4 Odwzorowania afiniczne
Odwzorowania C postaci

Coc¢c—yg()=az+beC (1.2)

gdzie a # 0 nazywamy transformacjami afinicznymi ptaszczyzny zespolonej.

Twierdzenie 1.1 Odwzorowania afiniczne sq¢ bijekcjami C. Jesli (z1,22) sq dwoma réznymi
punktami w C i (wy,ws) sqg dwoma réznymi punktami w C to istnieje doktadnie jedno odwzoro-
wanie afiniczne g takie, ze

g(z1) = w1, g(22) = wa.



Transformacje afiniczne tworzg grupe. Niech

AGL(l,C)::{[g H © a€C%, beC},

AU(1,C) :=Hg 11)] ca€C, |al =1, beC}.
Jesli dla A = { g i ] ha oznacza transformacje (1.2), to AGL(1,C) > A — ha jest izomor-

fizmem grupy AGL(1,C) na grupe transformacji afinicznych.
Dla z1, 29,23 € C, 21 # 23, 29 # 23 zdefiniujmy

21 — Z3

(21,22, 23) := .
Z2 — Z3

Wtedy jesli g jest odwzorowaniem afinicznym, to

(9(21), 9(22); 9(23)) = (21, 22; 23).

2 Sfera Riemanna

2.1 Sfera Riemanna
Definicja 2.1 Sferg Riemanna nazywamy zbior
C:=CU{oo}.

Mowimy, ze Q C C jest otwarty w C, gdy QNC jest otwarty w C i jesli oo € Q, to istnieje R > 0
takie, ze
C\K(,R) C Q.

Jesli w C?\{0} wprowadzimy relacje
W~V S Iy AW =0

Jest to relacja réwnowaznosci. (C2\{0})/ ~ jest oznaczane przez CP. CP mozna utozsamié z C:

CPBCX[WI}»—»EEC.
w2 w2

2.2 Homografie

Definicja 2.2 Odwzorowanie C 3 z — h(z) € C nazywamy homografiq, jesli jest postaci

b d
2zzj-_d 27 =500,
h(z) =< oo z = —%, ; (2.3)
é 2z = 0.

gdzie a,b,c,d € C i ac — bd # 0. Takg homografie bedziemy tez oznaczali ha. Zbidr homografii
oznaczamy przez Homog.



Zauwazmy, ze jesli ad — bc = 0, to odwzorowanie (2.3) redukuje sie do stalej.

Twierdzenie 2.3 Homografie sq bijekcjami C w siebie. Tworzq grupe odwzorowan. Odwzoro-
wanie

GL(2,C) 5 A — ha € Homog

jest surjektywnym homomorfizmem grup
Innyma stowy,

hA1 h,/_\2 - hAlAg-

Mamy
hA1 = hA2

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje A € C\{0} takie, ze
A1 - /\A2

Dowédd. Jesli ¢ = 0, to homografia jest odwzorowaniem afinicznym, wiec jest bijekcjg. Zaldzmy,
ze ¢ # 0. Wtedy mozna ja przedstawié¢ jako

h = g2kg (2.4)
gdzie
g1(2) = cz + d,
k(z) =271,
go(s) = b 4 2

Wszystkie te odwzorowania sg oczywiscie bijekcjami, co dowodzi bijektywnosci h. [1

Jesli A2 = ac — bd # 0, to przez zamiane [ CCL 2 } na % [ CCL Z ] nie zmieniamy samej

homografii i gwarantujemy, Ze jest ona sparametryzowna przez element SL(2,C). Dla kazdej

—-

homografii istnieja wtedy dokladnie 2 macierze z SL(2,C) zadajace te homografie: [ Z b ]

EE) d

Zamiast zatem parametryzowaé¢ homografie elementami GL(2, C), lepiej jest uzywaé do tego
celu elementow SL(2,C). Mozna tez uzywaé elementow PSL(2,C) ktadac

hea = ha
gdzie naduzywamy notacji uzywajac symbolu h w dwoch znaczeniach. Wtedy
PSL(2,C) > £A + hapn € Homog

jest izomorfizmem grup.
Mamy nastepujacy zwiazek miedzy reprezentacjami GL(2,C) w C? i C.



Twierdzenie 2.4 Niech

(e s | 2| o] 2] =2cc

zZ2 Z9
Wtedy
oA = hpem
Dowaod.
21 az1 + bz
moA =7
29 cz1 + dzo
Z1
— azj+hzy _ azth
cz1+dzz czltd
2
z
2 2;2
—1

2.3 Wlasnosci homografii
Lemat 2.5 Homografie zachowujgce oo to przeksztatcenia afiniczne.

Lemat 2.6 Homografia

i Z— 21 k3 — &9
hl(z) —

Z— 2923 — X1
przeksztatea (21, 22, z3) w (0, 00, 1).

Twierdzenie 2.7 Jesli (21,22, 23) sq¢ trzema réznymi punktami w C i (wy,ws,w3) sq¢ trzema
réznymi punktami w C to istnieje doktadnie jedna homografia h taka, zZe

h(zl) = wq, h(ZQ) = w2, h(Zg) = ws. (2.5)

Dowod. Niech by przeksztatca (z1, 2o, 23) w (0, 00,1) i1 ho przeksztatca (wq, we, ws) w (0, 0o, 1).
Wtedy szukana homografia jest réwna h;lhl.

Pokazemy, ze warunek (2.5) wyznacza homografie h jednoznacznie. Najpierw zauwazmy, ze
jesli z3 = w3 = 00, to jednoznacznosé¢ wynika z Twierdzenia 1.1.

Niech teraz g, k beda homografiami takimi, ze

g(0) = 21, g(1) = 22, g(o0) = z3,  k(w1) =0, k(wz) =1, k(w3) = oo.

Wtedy
khig(0) =0, khijg(1) =1, khjg(oco) = o0, i =1,2.

Zatem

khlg = khgg. (2.6)
Mnozymy (2.6) z lewej przez k~' a z prawej przez g~ ' i dostajemy hy = ho. [
Jesli 21, 29, 23, 24 jest czworka parami réznych punktow z C, to liczbe

23 — 2124 — 21

(21, 22, 23, 24) 1=
23 — R 24 — 29

nazywamy dwustosunkiem tej czworki punktow.



Twierdzenie 2.8 Jesli h jest homografig, to
(21, 22; 23, 24) = (h(21), M(22); h(z3), h(24)).
Jesli z1, 20, 23, 24 © w1, Wa, w3, Wy S¢ dwiema czwdrkami, to istnieje homografia przeksztatcajgca
jedng w drugq < (21, z9; 23, 24) = (w1, Wa; W3, Wy4)
2.4 Okregi uogoélnione
Definicja 2.9 Uzwarcong prostq rzeczywistq nazywamy zbior
R:=RU{oo}.

Mowimy, 7e Q C R jest otwarty w R, gdy QNR jest otwarty w R i jesli oo € Q, to istnieje R > 0
takie, ze

R\[-R,R] C Q.
Ogdlniej, uzwarceniem prostej L C C jest L := LU {oo} C C.

Definicja 2.10 Okregiem uogdlnionym nazywamy podzbior C bedgcy okregiem bgdé uzwarcong
prostag.

Twierdzenie 2.11 Okrag uogélniony jest domknieciem w C miejsc zerowych réwnania
112z + a9z + a91Z + ang = 0, (27)

gdzie
ar1,000 € R, ajg =an1 € C, ajrage — ajpan < 0.

Dowod. Okrag o érodku 2 i promieniu r € Ry ma réwnanie
|z — 22 =12 =0,

czyli
Z2— 279 — 220 + Zpzo — 72 = 0. (2.8)

Kazda prosta mozna zapisaé w postaci z = re + ite, gdzie |[e] = 11 r > 0. Ma ona wtedy
réwnanie
ze+ze—2r =0. (2.9)

Zarowno (2.8) jak i (2.9) sa postaci (2.7). [

Stwierdzenie 2.12 Homografie przeksztatcaja okregi uogdlnione w okregi uogdlnione. Punkty
21, 22, 23, 24 lezg na jednym okregu wogdlnionym wtedy i tylko wtedy, gdy (z1, z2; 23, 24) € R.

Dowo6d. Na mocy (2.4) wystarczy to sprawdzi¢ dla transformacji afinicznej (co jest oczywiste)
i dla inwersji. Jesli w = %, to w zmiennej w réwnanie (2.7) wyglada nastepujaco:

a1 + W + agw + aguww = 0,

i jest rowniez rownaniem postaci (2.7). [



2.5 Krzywe na sferze Riemanna

Niech [0,1] > 7+ ~v(7) € C. Méwimy, ze v jest krzywa (gladka i sparametryzowana) na C, gdy
1) Jesli 79 € [0,1], to v jest funkcja gtadka w otoczeniu 7y o nieznikajacej pochodnej;
2) Jesli 19 € [0,1] i v(70) = o0, to % jest funkcja gtadka w otoczeniu 7y o nieznikajacej pochodne;j.

Stwierdzenie 2.13 Jesli [0,1] > 7 — (1) € C jest krzywq i h jest homografig, to [0,1] > 7 —
hey(t) € C tez jest krzywg.

Niech [0,1] > 7 — 7i(7) € C beda krzywymi zaczynajacymi sic w tym samym punkcie
zo = v1(0) = 2(0). Wtedy kat miedzy y1 a 72 w dla 7 = 0 definiujemy jak nastepuje.
1) Gdy zp # oo, to jest to zwykly kat o € [0, 27 miedzy dwiema krzywymi. Mozna go obliczy¢

Ze Wzoru
eld = _ )l W
RROIEHOI
2) Jesli zg = oo, to jest to zwykly kat miedzy krzywymi yil a y%

Twierdzenie 2.14 Niech 71,72 bedg jak powyzej. Niech h bedzie homografig. Wtedy kgt miedzy
Y1 a ¥z dla T =0 jest rowny kqtowi miedzy hCy, a hCys dla 7 = 0.

Dowédd. Jest to ogolna wiasnosé funkeji holomorficznych z niezerows pochodng. Sprawdzamy;,
ze

hi(z) = (cz + d) 72,

co jest rozne od zera dla C\{—%} Punkty oo, —% rozpatrujemy osobno. [

2.6 Grupa U(2)

W C? definiujemy iloczyn hermitowski skalarny
(z|lw) = Zrwy + Wazs.
Grupe macierzy unitarnych definiujemy
UQR):={AecM@2,C) : (Az|Aw) = (z|w), z,w € C?}.
Rownowazny warunek: A" = 1. Grupa U(2) sklada sie z macierzy spetniajacych warunki

laf* + e =1,
ab+cd =0, (2.10)
b +|d|? = 1.

Twierdzenie 2.15 (1) Macierze z U(2) sq postaci

]
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gdzie
jal? + b =1, [Al=1.

Poza tym, X\ jest wyznacznikiem macierzy (2.11).
(2) Macierze z SU(2) sq postaci

gdzie
jaf + [b]* = 1.

Dowé6d. Niech

=\

all 2
S o

Wtedy b = —\¢, d = Aa. Wstawiamy to do trzeciego wzoru w (2.10) i dostajemy
APl + Ja”) =1

Stad |A| = 1. Z tego dostajemy ¢ = —Ab. Czyli macierz z U(2) jest postaci (2.11), gdzie |A\| = 1.

Wyznacznik (2.11) jest rowny A(|a|? + |b]?) = A. Stad dla SU(2) mamy A =1. [

2.7 Grupa U(1,1) i SL(2,R)
Niech
I1,12=[é _01]
W C? definiujemy iloczyn hermitowski pseudoskalarny
(zl11,1w) = ZTw) — Z2ws.
Grupe macierzy pseudounitarnych definiujemy jako
U1,1):={A e MQ2,C) : (Az|[; 1 Aw) = (2| 1w), z,w e C?}

Rownowazne warunki:

A A=1,

albo
la? = |e]> =1,

ab—cd =0, (2.12)
b —|d]* = ~1.

Twierdzenie 2.16 (1) Macierze z U(1,1) sq postaci

5]
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gdzie
Al=1,  [a* > =1.

Poza tym X jest wyznacznikiem macierzy (2.13).
(2) Macierze z SU(1,1) sq postaci

a b
b oal’
gdzie
laf> — b]* = 1.
Dowé6d. Niech
a ¢ -
— ===\
d b

Wtedy b = Ac, d = Aa. Wstawiamy to do trzeciego wzoru w (2.12) i dostajemy
AP(lef? — laf*) = -1

Stad |A\| = 1. Z tego dostajemy ¢ = Ab. Czyli macierz z U(1,1) jest postaci (2.13) Wyznacznik
(2.13) jest rowny A(|a|? — [b|?) = \. [

Definiujemy
SL(2,R) =GL(2,R)NnSL(2,C).

Twierdzenie 2.17 Mamy izomorfizm
SL(2,R) > A— BAB™ ' € SU(1,1),

gdzie

Dow6d. Mamy

_ 1| a+ib—ic+d iQa+b+c—id ap b
1= —|a O
BAB _2[—ia+b+c+id a—ib+ic+d] [bl 51]

la1|? — |b1]?> = ad — bc =1

12



2.8 Podgrupa homografii zachowujaca punkty antypodalne
W C zdefiniujmy “sprzezenie antypodalne”
. 1
Jjz) = —=.
z

Dla z = 7€ mamy j(z) = r e @t Oczywiscie, j2(z) = z. Para punktow {z, 2y} takich, ze
j(z1) = 2z2 (a tym samym j(z2) = z1) nazywa sie para punktéow antypodalnych.

Twierdzenie 2.18 Homografie przeksztatcajoce pary punktéw antypodalnych na pary punktow
antypodalnych, czyli spetniajgce
hj = jh
sq postaci hp dla A € SU(2).
Dowodd. Niech A € GL(2,C) i h = ha.

az+b> _ dj(z) — ¢

cz+d —bj(z) +a

[Z Hz*[_az _az]

Zatem || =11ic= —Mb, d = \@. Dostajemy wiec macierz z U(2). [

jm@»=j(

=16 = (25 ).

cj(z)1+d

Zatem

2.9 Podgrupy homografii zachowujacych kolo uogélnione

W tym podrozdziale opiszemy rozne podgrupy grupy homografii i ich reprezentacje przy pomocy
maciery z SL(2,C)

Twierdzenie 2.19 Waszystkie homografie przeksztatcajgce Co w siebie sq¢ postaci ha dla A €
SL(2,R).

Dowod. Najpierw zauwazmy, ze h jest ciagla bijekcja i ™! jest ciagle. Zatem obraz brzegu
jest brzegiem obrazu. R jest brzegiem C,. Czyli h(R) = R. Postugujac sie lematem 2.6 i
jednoznaczno$cig widzimy, ze h = ha dla A € GL(2,R). Mamy

_ aztb
ha(2) = (E:i;——:-—d

_ ac|z|?4(ad+-ch)Rez+bd+i(ad—cb)Imz
- |cz+d]?

Zatem ha(Cy) C C, wtedy i tylko wtedy, gdy det A > 0. Mozemy wtedy zastapi¢ A przez
(det A)"3 A € SL(2,R) [

Twierdzenie 2.20 Wiszystkie homografie przeksztatcajace koto jednostkowe {z : |z| < 1} w
siebie majq postaé ha dla A € SU(1,1).
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Dowéd. Pamietamy, ze
SL(2,R) 3> A— BAB™' = 4 € SU(1,1),

jest izomorfizmem, gdzie

111 i —1_ |1 i
B_E[—l 1]’ B _[I 1]
Zatem
hi = hgha(he) ™"
Ale i
Z_
he)~'(2) = —
(o)) = =

przeksztalca Cy na {z : |z| < 1}. Mamy bowiem,

Rl el Vi
S a2+ (y+1)?

x+iy—i

T l & C,.
l+y—iz < Y byt

To dowodzi tego, ze dla Ae SU(1,1), hg przeksztalca K(0,1) na siebie.
Zalozmy teraz, ze hz dla A € SU(L,1) przeksztalca K(0,1) na siebie. Niech

A:= B 'AB.

Wtedy ha przeksztatca C. na siebie. Na mocy Twierdzenia 2.19 A € SL(2,R). [1

3 Rzut stereograficzny
3.1 Geometria sfery
Przestrzen R? wyposazamy w iloczyn skalarny
(z|y) = z1y2 + T2y2 + 73Y3.
Rozwazmy sfere o srednicy 1
S?={(z,y,2) €R3® : 2?2 +y?+ 22 =1}

W standardowy sposob definiujemy dlugosé krzywej v na sferze, oznaczana przez |v|, pole po-
wierzchni podzbioru Q, oznaczane przez Sur(Q), kat miedzy przecinajacymi sie krzywymi. Pro-
sty sferyczna (okregiem wielkim) nazywamy zbiér postaci V' N S?, gdzie V jest 2-wymiarows
podprzestrzenig liniowa w R3. Zbiér prostych sferycznych oznaczamy przez £(S?).

Grupg izometrii sfery jest O(3).
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3.2 Izomorfizm PSU(2) i SO(3)

Niech su(2) oznacza macierze 2 x 2 bezsladowe antyhermitowskie. Wtedy isu(2) to zbiér macierzy
2 x 2 bezsladowych hermitowskich.

TrAB, A, B € isu(2)

zadaje iloczyn skalarny w isu(2).
Wprowadzmy macierze Pauliego

o[O3 m=[ % 3] w2 0] 010

(ox,0y,07) jest baza ortonormalng w isu(2). Odwzorowanie
R3 > (x,vy,2) — zox + yoy + 2oz € isu(2)

izometrycznie identyfikuje R? z isu(2).
Dla £A € PSU(2) definiujemy odwzorowanie liniowe na isu(2) przez

pena(B) ;= ABA™!.
Twierdzenie 3.1

PSU(2) 3 A pa € SO(3)

jest izomorfizmem.

3.3 Razut stereograficzny sfery

Niech
S?:={(z,y,2) €R® : 22+ y? + 22 =1},

Definiujemy o : S — C
O'(.Z',y,Z) =w =T
(3.15)

o jest bijekcja:
—1(y) = = W — w1
o (w) = (z,y, 2), THW=mwEay 2T awern-

Rzut stereograficzny pozwala utozsamié¢ S? z C.

Twierdzenie 3.2 Niech v bedzie krzywg na S%, Q podzbiorem w S%. Wtedy

Iy =2 / L+ 22" [dz.
a(y)
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_odzdz

Sur(Q) = 4/(9)(1 + [2%) —

a(L(S?)) jest réwne zbiorowi okregow uwogdlnionych w C zawierajgcy pare punktow antypodal-
nych (i tym samym niezmienniczych ze wzgledu na j). Jesli R® utozsamimy z isu(2), to

opac H(w) = ha(w), A e PSU(2),w € C. (3.16)

Poza tym
o(—1)o H(w) = j(w) = —w L.

Dowoéd. Udowodnimy (3.16).
Krok 1 Pamietamy, ze S? jako podzbior isu(2) jest réwne

_ 1
S’={Bciu@): TrB=0, TrB* = 5)

Zatem B ma dwie wartos$ci wlasne rowne j:%. Zatem % + B ma ma wartosci wlasne 0,1, czyli
jest rzutem ortogonalnym jednowymiarowym. I na odwrot, jesli P jest rzutem ortogonalnym
jednowymiarowym, to —% + P cS?

Ly z+iy

1 —
Krok 2. MamyB+§—[ 2

— ].Zatem
r—ly 5-—z

i 1
Ran(l+B)=c| ¥ "W |=c|2¥? |
2 %-Z

T — iy
Ran(3 + pa(B)) = Ranpa(3 + B) = ARan(3 + B).

Krok 3. Niech 7 : CP — C badzie okreslone jako

02

- { Z; } _ v (3.17)

(CP mozna utozsami¢ ze zbiorem jednowymiarowych podprzestrzeni liniowych w C2). Wtedy

mRan(} + B) = ¥ = u,
2

mRan(3 + pa(B)) = rARan(3 + B) = ha(rRan(3 + B)) = ha(w).
(-

3.4 “Geometria ptaszczyzny hiperbolicznej

Przestrzen R® wyposazamy w iloczyn skalarny
(@|12,19) = T1Y2 + T2y2 — T3Y3.
Rozwazmy hiperboloide

H2 ::{(x>y7z)€R3 : _$2_y2+z2:i7 Z>0}7
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W standardowy sposéb definiujemy dtugoéé krzywej v na H?, oznaczana przez |y|, Pole po-
wierzchni podzbioru Q, oznaczane przez Sur(Q), kat miedzy przecinajacymi sie krzywymi. Pro-
sta hiperboliczng nazywamy zbiér postaci V N H?, gdzie V jest 2-wymiarowa podprzestrzenia
liniowa w R3. Zbiér prostych hiperbolicznych oznaczamy przez L£(H?).

Grupa O'(2,1) jest grupg izometrii H2. Ma cztery sktadowe spojne. Sktadows spojna jedynki
jest SO'(2,1).

3.5 ™zomorfizm PSU(1,1) i SO'(2,1)

Niech su(1,1) oznacza zbiér macierzy 2 x 2 speliajacych I; 1A | = A. Wyposazamy isu(1, 1)
w iloczyn skalarny
trAB, A, B €isu(l,1).

(iox, oy, 07) jest baza ortonormalng w isu(1,1). Odwzorowanie
R3 3 (z,y, 2) — zioy + yioy + zo, € isu(1,1)
identyfikuje R? z isu(1,1) i zachowuje iloczyn skalarny.
Twierdzenie 3.3
PSU(1,1) 5 £A — pea € SO'(2,1)

jest izomorfizmem. [

3.6 "Rzut stereograficzny hiperboloidy

Definiujemy o : H2 — K(1) c C
o(x,y,2) =w =5
’ (3.18)
=27 c k(1
T —Xx+iy € K().

o jest bijekcja:
- . 2 1
o7 W) = (2,y,2), THIY = @i 2T s
Rzut sterograficzny pozwala utozsamié¢ geometrie H? z geometrig K (0, 1).

Twierdzenie 3.4 Niech v bedzie krzywg na H?, Q podzbiorem w H2. Wtedy
o= @y,
o(y)

Sur(Q) = / (- |22 L
o(®) 2

a(L(H?)) jest réwne zbiorowi przecie¢ okregow w C z K(0,1), ktére sq prostopadte do S(0,1).
Jesli R3 wtozsamimy z isu(1,1), to

opac H(w) = ha(w), A e PSU(L,1),w € K(0,1). (3.19)
Cata grupa cO'(2,1)0™! jest generowana przez {ha : A € PSU(L,1)} i sprzeienie zespolone.
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Dowo6d. Udowodnimy (3.19).
Krok 1 Pamietamy, ze H? jako podzbiér isu(l,1) jest réwny

H?2={Bciu@): TrB=0, TrB%= %,Bll > 0}.

Zatem B ma dwie wartosci wiasne rowne :I:%. Zatem % + B ma ma wartosci wlasne 0,1, czyli
jest rzutem pseudoortogonalnym na jednowymiarowa podprzestrzeni dodatnia (skladajaca si¢ z
wektorow v takich, ze (v|I11v) > 0). I na odwrot, jesli P jest rzutem pseudoortogonalnym na
jednowymiarowa dodatnig podprzestrzen, to —% + P e H%

Krok 2. . 1
=[] [122,
Ran(; + pa(B) = RanA(5 + B)A™! = ARan(; + B).
Krok 3. Niech 7 : CP — C bedzie okreslone jak w (3.17).

Wtedy
mRan(} + B) = ¥ = v,
2
mRan(3 + pa(B)) = mARan(3 + B) = ha(rRan(3 + B)) = ha(w).
1

3.7 "Mzomorfizm PSL(2,C) i SO(3,C)

Niech sl(2,C) oznacza przestrzeni macierzy 2 x 2 zespolonych bezsladowych wyposazong w dwu-
liniowa, forme

TrAB, A,Be€sl(2,C)
Dla £A € PSL(2,C) definiujemy odwzorowanie liniowe na sl(2,C) przez

p+a(B) ;= ABA™!
Twierdzenie 3.5
PSL(R2,C)>+A— pap € SO@B,0)

jest izomorfizmem. W bazie (3.14), jesli
|l a b
=02

%(az—bz—c2+d2) %(—az—b2+c2+d2) (—ab+cd

to

pia= | 2(a> -2+ —d?) L(-a® 0> - —d?) i(ab+ cd)

bd — ac —i(bd + ac) ad + be
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Dow6d. Mamy
e[ 4r) s, ).

—c a x—ly —z
Zatem
adz + bd(z — iy) — ac(x + iy) + bez, —ab — b*(z — iy) + a?(x + iy) — abz
ABA™! = .
cdz + d*(z — iy) — A(x + iy) + cdz, —bcz — db(x — iy) + ca(z + iy) — daz
1

3.8 [Rzut stereograficzny zespolony
Zdefiniujmy sfere zespolona

W?:={(z,9,2) €C° 1 a® +y? +27 = 1},

Wy = {(w=,wy) € CxC : w_wy = -1} U{(0,00), (c0,0)}.

W = 6 X E\WO
Definiujemy o : W? — W
O'(ﬂi‘,y, Z) = (w—7w+) - (X+1y )i IY)
e i 320
= (;—iy7 >?+iy) cW.
(Moze sie zdarzy¢, ze x + iy = l —2=0i X+1y jest nieoznaczone. Wtedy 4 5 + 2 # 0, zatem 2+;

jest oznaczone).
o jest bijekcja:

—1 — W7—|—W+ W_—W_y W7W+_1 2
o (w-,wy) = <2(w,w++1)’ st w1y swow 1) ) €W

Twierdzenie 3.6 Jesli identyfikujemy W? z podzbiorem sl(2,C), to
O',OAO'_I(U)—,U)+) = (h(Afl)t(w—)a hA(w+))7 Ae PSL(27 C)7 (w—7w+) ew.

Dowo6d. Krok 1 Pamietamy, ze W? jako podzbior si(2, C) jest rowne

W2={B : TrB=0, TrB*= %}.

Wiec B ma dwie wartosci wlasne réwne j:%. Zatem % + B ma ma wartosci wtasne 0,1, czyli jest
rzutem jednowymiarowym. I na odwrot, jesli P jest rzutem jednowymiarowym, to —% +P c W2
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Krok 2. Niech P bedzie rzutem jednowymiarowym. Wtedy RanP i RanP' s podprzestrzeniami
1 1

jednowymiarowymi takimi, ze jedna nie anihiluje drugiej, tzn jesli [ 55 ] € RanPt, [ 53' } €
J’_

RanP, to vl_v}r + vzvi # 0. Mamy

L 1
Ran(%+Bt)=C[:f 'y]:c[ 7 T2 }
5% r+ 1y
i 1
Ran(%+B):C[9f+'y]=C[ 2 T2 ]
5— %2 T —ly

(Patrz uwaga po (3.20)).

Na odwr6t, jesli V—, Vi sa jednowymiarowymi podprzestrzeniami takimi, ze jedna nie ani-
hiluje drugiej, to istnieje dokladnie jeden rzut jednowymiarowy P taki, ze RanP' = V_ i
RanP = V,.

Mamy

Ran(4 + pa(B)) = Ranpa(} + B) = ARan(} + B),

Ran(} + pa(B)") = Ranpa(} + B)' = (A™")'Ran(} + BY).

Krok 3. Niech 7 badzie okreslone jak w (3.17). Wtedy warunek, ze podprzestrzenie V_ i V.
nie anihiluja sie wzajemnie jest réwnowazny temu, ze m(V-)n(Vy) # —1. Zatem odwzorowanie
V-, Vy) — (w(V=), m(Vy)) jest bijekcja zbioru par nie anihilujgcych sie wzajemnie jednowymia-
rowych podprzestrzeni liniowych na W.

Zatem
rRan(: + B') = = ;’ w—,
2
mRan(3 + B) = ’f’ = w,,
2

mRan(3 + pa(B)) = mARan(3 + B) = harRan(3 + B)) = ha(wy),
mRan(3 + pa(B)Y) = m(A7) (Ran(5 + B') = ha-1y7Ran(; + B) = ha(w-).
1

4 Funkcje analityczne

4.1 Definicja funkcji analitycznych

Niech I C R bedzie otwartym podzbiorem i Q 3 z — f(2) € C funkcjg. Moéwimy, ze f jest
rozniczkowalna w g € I, jesli istnieje

i @)~ o)

X = Xo Tr — X

(4.21)

Granice te nazywamy ochodn@ w sensie zespolonym funkcji f w xg. Jest ona oznaczana przez

Oxf (x0), o) lub < XO -
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Niech U C R" bedzie otwartym podzbiorem i U > t — F(t) € C funkcja. Mowimy, ze F jest
rozniczkowalna w £y € Q, jesli istnieje odwzorowanie liniowe A

F(tg + s) = F(tg) + As + R(s), (4.22)

A nazywamy pochodng F' w punkcie tg i oznaczamy przez F%tq) lub VF(t).
Niech Q C C bedzie otwartym podzbiorem i Q 5 z — f(z) € C funkcjg. Méwimy, ze f jest
rézniczkowalna w sensie zespolonym w zg € Q, jesli istnieje

im 1= 1C0)

Z-2p Z— 20

(4.23)

Granice te nazywamy pochodng w sensie zespolonym funkcji f w zg. Jest ona oznaczana przez

02§ (20), fXz0) lub T2,
Bedziemy pisali u = Ref, v = Imf.

Twierdzenie 4.1 Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:
(1) f jest rézniczkowalna w sensie zespolonym w 2.
(2) (Warunki Cauchy’ego—Riemanna) Funkcja x-fox~"' jest jednokrotnie rézniczkowalna
w sensie rzeczywistym i spetnione sq nastepujgce wzory:
axu - ay'U,

ax'U - —ayu,

(3) fox~! jest jednokrotnie rézniczkowalna w sensie rzeczywistym i spetnione sq nastepujgce
wzory:

iOxfox"t =0y foxh

Dowo6d Twierdzenia 4.1. Udowodnijmy 1) = 2). We wzorze

[0+ h) — f(20)
h )

fHz0) = lim

gdzie h =t + is, mozemy potozy¢ t = 0 i zbiega¢ z s — 0, wtedy dostajemy

7o) = Jim HEOTOZIC) = ) + i) (1.2)
lub mozemy trzymac¢ t = 0, wtedy
) = lim JGo iiss) — /G _ —idyu(z0) + &yv(z0) (4.25)

Przez poréwnanie (4.24) i (4.25) dostajemy wzory Cauchy’ego-Riemanna.
Rownowaznosé (2) i (3) jest oczywista.
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Udowodnijmy teraz (3) = (1). Rézniczkowalnosé w sensie rzeczywistym oznacza, ze

f(zo+h) = f(z0) + f'€z0)h + R(z0,h)

gdzie fYzy) oznacza macierz Jacobiego pochodnej

8xu ayu
8)('1) 8y'l) ’
h jest wektorem
t
s
¢ R(zg,h
lim | (Z(], )| =0.
h-0  |h|

Korzystajac z Warunkéw Cauchy-Riemanna mozna to zapisaé jako

f(z0+h) — f(20) = 92 f(20)(t + is) + R(z0, ),

Z tego wynika istnienie granicy (4.23) i to, ze jest rowna 9, f(z0). [

Definicja 4.2 Funkcje f spetniajgcq jeden, a zatem i wszystkie, powyzsze warunki nazywamy
funkcjg holomorficzng na Q lub, co traktujemy jako synonim, funkcjg analityczng na Q.

Stwierdzenie 4.3 Jesli f, g sq holomorficzne w Q, to réwniez f+g i fg. Jesli w dodatku f # 0
na Q, to % jest holomorficzna na Q. Jesli f jest holomorficzne na Q a g na f(Q), to g-f jest
holomorficzne na Q. Jesli f jest bijekcja 2 Q na f(Q) i £~ jest funkcjg odwrotng do f, to f~1
jest holomorficzne na f(Q). Zachodzqg wzory

L+ =84r+2yg,

LU =(EhHe+ fig,

d r—1 — 1 ‘ _
awf (W) = Tty gdzie f(z) = w.

dz

Whniosek 4.4 Funkcja wymierna, czyli funkcja postaci

P(2)
Q(z)’

gdzie P, Q) sq wielomianami, jest holomorficzna poza zerami Q(z).
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4.2 Krzywe

Krzywa sparametryzowana kawaltkami gladka nazywamy odwzorowanie ciggte
10,1[> 7—~(1) eC (4.26)

takie, ze istniejg 0 := 79 < 7 < .-+ < T, := 11 po obcieciu « do ], 7i+1[, odwzorowanie vy jest
gtadkie i ma wszedzie niezerows pochodna. Zamiast “kawatkami gltadka krzywa”, bedziemy pisaé
po prostu “krzywa’.

W zbiorze krzywych wprowadzamy relacje: v1 ~ 79, gdy istnieje ciagla bijekcja 10,1[> 7 —
k(1) €]0,1] taka, ze dla pewnych 0 := 79 < 7y < -+ < 7 := 1 Kk po obcieciu do |7, Tir1[ jest
gltadka, ma dodatnia pochodng oraz v; = y9-x. Jest to relacja rownowaznosci. Klase abstrakcji
wzgledem tej relacji nazywamy krzywa zorientowana (niesparametryzowana).

W zbiorze krzywych wprowadzamy tez inng relacje: v ~ 792, gdy istnieje ciagta bijekcja
10,1[> 7 — k(1) €]0,1] taka, ze dla pewnych 0 := 79 < 71 < -+ < 7Ty ‘= 1 Kk po obcieciu
do Jrmi, Ti+1[ jest gladka, ma dodatnig lub ujemna pochodna oraz 3 = ~g-x. Jest to tez re-
lacja réwnowaznosci. Klase abstrakcji wzgledem tej relacji nazywamy krzywa niezorientowana
(niesparametryzowana).

W definicji (4.26) mozna réwniez zamieni¢ ]0,1[ na [0, 1], 10,1], [0,1[ badz S* (okrag). W
ostatnim wypadku mamy do czynienia z krzywa zamkniets.

Zalézmy, ze brzeg zbioru otwartego sktada sie z krzywych zamknietych. Wtedy kazda z tych
krzywych ma naturalng orientacje: posuwamy sie wzdluz niej w dodatnim kierunku, jesli zbior
mamy z lewej strony.

4.3 Caltki wzdluz krzywych

Niech krzywa ~ bedzie sparametryzowana przez [0,1] > 7 — (1) € Q. Zakladamy, ze parame-
tryzacja jest kawalkami C'. Zaloézmy tez, ze na ([0, 1]) okreglona jest funkcja f (niekoniecznie
holomorficzna). Zdefiniujmy caltke z funkcji f po krzywej v wzorem

/ F(2)dz = / 1T s (4.27)

Definicja ta nie zalezy od parametryzacji zachowujacej orientacje. Przy zmianie orientacji zmienia
sie znak catki,
Wprowadzamy réwniez oznaczenie na niezorientowang catke wzdtuz krzywej ~:

[ dy(7)
[som:= [ rae |52

Definicja ta nie zalezy od parametryzacji, rowniez zmieniajacej orientacje.
Zauwazmy, ze

(2)9(2)dz

< / F@dz] sup [g(2)].
y z y[D,1]
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Przyktad. Niech v bedzie okregiem [0,27] 5 ¢ — €®a + b € C.

21
/zndz = / i(ae'® + b)"ae'®de
y 0

n 21 nl
— Z/ aMpNTMj : ei(m+1)(pd¢:0;
4 0 ml(n —m)!
J=0
21 )
/zn|dz| = (ae™® + b)"adg
\% 0
= bva2r;
21 ) _ )
/ zd: = / (@™ + b)ae'®idg
Y 0
= i2nlal?.

4.4 Twierdzenie Cauchy’ego i jego konsekwencje

Twierdzenie 4.5 (Twierdzenie CBuchy’ego). Niech f bedzie holomorficzna na otwartym 1
ograniczonym zbiorze Q i ciggta na Q. Wtedy

- f(z)dz=0. (4.28)

Dowo6d. Udowodnijmy najpierw dla prostokata Q := {(zx +iy : 0 <z <b, 0 <y < c}.
Bedziemy pisa¢ f zamiast fox ™!

b c b c
/a )z = /0 f(x,0)dz + /0 £, y)idy — /0 f(z,)da — /0 £(0, )idy

- i/ ’ / " O S, y)dadly — / ’ / " ay fuley)dedy = 0.

Dla dowolnego obszaru Q, wypelniamy go prostokacikami. [1

Whiosek 4.6 (Wzor Cauchy’ego) Przy tych samych zatozeniach, co powyzej, jesli zg € Q, to

1
fe = — [ L9, (4.29)
2mi 90 %2 — 20
Dowé6d. Funkcja % jest holomorficzna w Q\ K (29, ). Zatem
— f
0 = fa(Q\K(zo,r)) z—(zz)od

_ f f
- faﬁ %dz - faK(zo,r) z—(—zzz)dz

Ale przez podstawienie z = z + rel® dostajemy, ze

r-o0 Z— 20

Iim/ TG 4, = 2nif o).
0K (zo,r)
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Whniosek 4.7 Kazda funkcja holomorficzna jest rézniczkowalna nieskoriczenie wiele razy w sen-
sie zespolonym. Zachodzi wzor

F™(z0) = —I/ IO N (4.30)

27 Jaq (2 — 20)" !

Whiosek 4.8 (Nieré6wnosé¢ Cauchy’ego) Jesli f jest holomorficzna w K(zg,7) i ciggla na
K(zg,7), to
n!
Feo) < 5 sup 15 (4.31)
™ 2 [Kl(zo,r)

Whiosek 4.9 (Twierdzenie Liouville’a) Kazda funkcja holomorficzna na C i ograniczona jest
stata.

Dowod. Dla dowolnego zp € C i r > 0 z nier6wnosci Cauchy’ego wynika oszacowanie

oy < SRl G

Zatem fF=0. 1

Whiosek 4.10 (Twierdzenie Gaussa) Kazdy wielomian rézny od statej ma na C miejsce ze-
rowe.

Dowod. Zalézmy, ze wielomian P(z) stopnia n > 1 nie ma pierwiastka. Niech

fG) = PEN

Wtedy f jest holomorficzna na C. Poza tym, wiemy, ze dla z > R, |P(z)| > |z|". Zatem,
limp;| . o f(2) = 0. Funkcja ciagta zbiezna do zera w nieskoniczonosci jest ograniczona. A wigc z
Twierdzenia Liouville’a wynika, ze f jest stala. [

4.5 Zwiazki dyspersyjne

ﬁ definiujemy jako

1O g - “%4/ >f§)

Twierdzenie 4.11 (Wzor Sochockiego) Niech ﬁlil e L' i|f(€) — f(W)| < c|é —wl®, niech f
bedzie ciggta w w i w pewnym otoczeniu w, |f(€) — fW)| < c[€ —wl[®, § > 0. Wtedy

- f@ [

Wartosé gtowna catki z
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Twierdzenie 4.12 (Zwiazki dyspersyjne) Niech f bedzie ciqgia na {Imz > 0} i analityczna
w {Imz > 0}. Zaktadamy, ze na R jest rézniczkowalna, o] © L' i na gornej potptaszczyinie
mamy liMy| . e f(W) = 0. Niech f = fr +if1 bedzie rozktadem na czes¢ rzeczywistq i urojong.

Wtedy dla w € R

f1(6)
d
" £,

fR(f)
é'_

fa@) = P

filw) = ——P

Dowodd.

Nastepnie korzystamy z tego, ze f(w + i) — f(w) i ze wzoru Sochockiego:
: f(€ . f (é)

Fizyczne zastosowania Twierdzenia 4.12 sg oparte na nastepujacym schemacie. Zatézmy, ze
g(t) jest “bodzcem” a h(t) “reakcja’. Zakladamy, ze h(t) zalezy od g(t) liniowo i przyczynowo.
Oznacza to, ze

L1

h(t) = / e(s)g(t — s)ds. (4.32)
0
Po przejsciu do transformat Fouriera dostajemy

h(w) = e(w)g(w).
(Stosujemy konwencje €(w) = [ e(t)e™dt.) Zalézmy, ze e € L'. Wtedy funkcja € przedluza sie
analitycznie na {Imz > 0} i zatem stosuje sie do niej powyzsze twierdzenie.
4.6 Szeregi potegowe
Twierdzenie 4.13 1) Niech (ag, a1, ...) bedzie ciggiem i

p~ ! = limsup|an|*". (4.33)

n- oo

Wtedy
F) =S ans"
n=0

jest funkcjq holomorficzng w kole K(0, p). Poza tym
™)

n!

an =
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2) Niech f(z) bedzie holomorficzna w kole K(0,1). Wtedy jesli
AR

an 0
n:

to
limsup |an|"/" < 77!

n- oo

i w K(0,r) mamy
f»)= Z anz".
n=0

Dowdd. Udowodnijmy 1). Niech ps < p1 < p. Wtedy dla n > Ny, |an| < p]". Zatem dla
N > Ny
[Smn anz" < Sy p01M = oV [N @ - E)

Cazyli
N
NE) =) anz"

n=0

spetnia dla Ng < Ny < Ny i z € K(0, p2)
— - P2—
e = fna = PlNlpyl(l_E) -

Czyli fn jest zbiezny jednostajnie w K (0, p2), a wiec niemal jednostajnie w K (0, p) do funkcji
f(2). Podobnie pochodne f(z) sa granica niemal jednostajna pochodnych tego ciagu. Kazdy
z elementoéw tego ciggu spelnia warunki Cauchy’ego—Riemanna. Zatem i granica spelnia te
warunki.
Udowodnijmy teraz 2). Z nieréwnosci Cauchy’ego wynika, ze jesli 71 < r, to istnieje C
takie,ze
lan| < Cr"

Zatem szereg
oo
E anz"
n=0

jest zbiezny w kole K(0,r1). Korzystajac z jednostajnej zbieznosci przy zamianie kolejnosci
calkowania i sumowania dla re < r; dostajemy

_ (€
FG) = ki ok o) Eogde
_ (€
- % faK(O,rg = 1—13Z d§

) €
_ oo f
= % don=o?" K (0,r2) zn(—i)ldf

— o _nf™M(0)
- Zn:O z n!
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Whniosek 4.14 Niech Q bedzie podzbiorem otwartym w C i fQC. Wtedy f jest holomorficzna <
dla kazdego zg € Q istnieje ciqg ag,ay,... 1 v > 0 takie, ze

f(z)zzan(Z—Zo)n, |Z—Z0| <.
n=0

W praktyce wystarczaja prostsze kryteria:
1) (Kryterium D’Alemberta) Jesli

lim ’al’H-l‘
n-eo |ap|

istnieje, to jest rowne (4.33);
2) (Kryterium Cauchy’ego) Jesli
lim |an|*/"
Nn - oo
istnieje, to jest rowne (4.33).
Przyktady rozwinieé¢ funkcji analitycznych

Q-2)"'= Zzn, |z| < 1;
n=0

> +1)...(m+n—1
(1—2)_m=Zm(m ) nl(m n )zn, 2| <1, m=12,...;

n=0
m

(1+z)m=Z<m>zn, 2€C,m=0,1,....
n

n=0
Twierdzenie 4.15 (Rozwiniecie w szereg Laurent’a) Niech funkcja f bedzie holomorficzna
w prerscieniu
{z 1 r<|z| < R},

gdzie 0 < r < R < oco. Wtedy na tym pierscieniu

fG)= ) ba2". (4.34)

N=—oco
Wspdtczynniki bn mozna obliczyé ze wzoru

1 f©)

bn = ) gn+l dg.

B % 0K (0,p

gdzier < p < R.
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Dowo6d. Niech r < rp < |z| < Ry < R. Wtedy

f(z) = 2m faK R1 0) df 2m faK(n 0) df

_ (&)
= w0 3 faK R1,0) £n+12nd§ + Zn 0 7m faK (r1,0) zn(+1§nd§
= Zn:—oo n
1

Przyktad. Funkcja
3—-2z 1 1
2-32+22 1—2z 2—z

ma nastepujace rozwiniecia

D@+, 2 < 1
n=0
- Z PR ZZ_H_lzn, 1<zl <2
n=0 n=0

= @+2M 2< e,

n=0
4.7 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadniczg mozna zdefiniowaé przez szereg

=2

3||—\

Funkcja ta ma nastepujace wlasnodci:

Z1pZ2 — pZ1+Z
e1ez_e1+2’

-z — 1
el =3,

z Z
Ee =€
ez =¢?,

e? = 1 wtedy i tylko wtedy gdy z = 2k, k € Z.

Z funkcjg €* zwiazane sg funkcje trygonometryczne

s s lZ 4 =iz an iz _ g=iz
2= — z=——
2 ’ 2i
i hiperboliczne
eZ 4+ g2 ez _ g2
chr = —— shz = ——
2 7 2
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Funkcje €%, cos z, sin z, chz i shz obciete do R majg wartosci rzeczywiste. Mozemy przy ich
pomocy wyrazi¢ €% jak nastepuje:

et = eX(cos y + isin y).

Funkcje €0s z, sin z, chz i shz sa w pewnym sensie przetuzeniami analitycznymi jednej funkcji,
na przyktad chz:
sht = —ich(t —i5), sint =ch(it —i%).

Oto wtasnosci funkcji chz:
chz =ch(-z), ch(z+ir)= —chz,

i0,chz = ch(z +iT), ch’z+ch’(z+i%) = 1.

4.8 Funkcja logarytm i funkcja potegowa

Funkcja e przeksztalca bijektywnie pas {z : —7 < Imz < 7} na C\]— 00, 0]. Funkcje odwrotna
do €* okreslong na
C\] — 00,0] (4.35)

nazywamy gatezig gltéwna logarytmu i oznaczamy |Og(0) z. (Dziedzina (4.35) zostala wybrana
dos¢ arbitralnie). Ma wtasnosci:

Dostajemy zatem wzor

lo —/d—
90 % = , w

gdzie 7 jest dowolnym konturem wewnatrz (4.35) zaczynajacym sie w 1 i koniczacym sie w z.
Czasami przydatna jest funkcja argument (ktora nie jest holomorficzna)

arg(z = Imlog ) .

Wychodzac ze wzoru

d
dz log(py(1 +2) =
1

1 catkujac rozwiniecie dla 1 dostajemy

1+2

— (=)t
log ) (1 +2) =) Tz“, 2] < 1.
n=0

Zauwazmy, ze dla zdefiniowanej powyzej funkcji logarytm nie dla wszystkich 21,29 € C\] —
00, 0] zachodzi wzor

log gy (z122) = logg) 21 + l0g gy 22. (4.36)
(4.36) jest speniony, jesli |argz; + argzs| < .
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Funkcja log o) z obcigta do R4 ma wartosci w R. Funkcje l0g ) 2 mozemy nastepujaco wyrazic
przez funkcje rzeczywiste:

log o) (r(cos ¢ +ising)) =logr +ip, r € Ry, ¢ €] —m, 7.
Jesli p € C, to definiujemy gataz gtéwng funkcji potegowej jako

C\] = 00,015 2 = 2 = eHlog) 2,
Zauwazmy, ze gdy p € Z to powyzsza definicja sprowadza sie do zwyklej potegi (ktora zdefinio-
wana jest na calym C, by¢ moze z wyjatkiem {0}). Mamy tozsamosci

TR
Lo =1

d M — a1

dz%(0) = H*0)

ZF01)+“2 = zI(J()l)ZFOQ), |arng + argz2| <

Zdefinujmy

n n!

<u> =D (p-n+1)

Wtedy wychodzac ze wzoru Taylora dostajemy nastepujace rozwiniecie funkcji potegowe;j:

(o)

1+ z)tlo) = Z <g> 2Nzl < L

n=0
Funkcja z(%) dla z € Ry i g € R ma wartoéci w Ry. Funkcje 2?0) mozemy nastepujaco wyrazié
przez funkcje rzeczywiste:
(r(cos ¢ + isin <;S))‘(’g)riB = PO RPelo®+Blog0)r . c R, p €] -, 7.

Niech 6 € R. Funkcja €* jest bijekcja rowniez jesli damy jej nastepujaca dziedzine i przeciw-

dziedzine: _
{z:0—m<Imz<O+7}>32z—e’ecC\e® -0
Odwrotna do niej funkcja tez bedzie nazywana logarytmem. Bedziemy ja oznaczaé
Qp := C\e"®] — 00,0] > 2 — log g (2).

Zauwazmy, ze jesli 6 < 0o < 61+2m, to na jednej ze spéjnych sktadowych Qg,)NQg,) l0gg, (2) =
logg, (2) na drugiej zas, 10gg,) z + 127 = l0gg,) 2.
Podobnie mozna zdefiniowaé

Ko .— qHlogg)(2)
Qeaz.—m(e).—e &)

Jesli 1 < 62 < 01 + 27, to na jednej ze spojnych sktadowych Qg, N Qp, mamy ztgl) = ztgz) na
drugiej za$, 2?61)612”” = ZFGQ)
Jesli p jest wymierne i réwne nieskracalnemu utamkowi g, to

Ho— _H
#(8) ~ #(0+q2m)°

W przysztosci bedziemy traktowaé IOQ(O) zi zt‘o) jako standardowe odmiany funkcji logarytm
i funkcji potegowej i bedziemy pomijaé indeks (0).
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4.9 Punkty osobliwe funkcji analitycznych

Punkt zy nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji f jesli istnieje > 0 taki, ze f jest
holomorficzna na K (2, 7)\{z0} ale zo nie nalezy do dziedziny funkcji f. Rozrézniamy nastepujace
przypadKki.

Definicja 4.16 (1) Funkcja f ma w zg osobliwo$é¢ pozorna (usuwalna) gdy istnieje

Jim () # oo.

(2) Funkcja f ma w zp biegun rzedu k =1,2,... gdy istnieje

Jim f(2)(z - 20)¢ # 0, 00.

(3) Jesli izolowany punkt osobliwy zy nie jest ani osobliwosciq pozorng ani bieqgunem, to mo-
wimy, zZe funkcja f ma w zg osobliwosé istotna.

W wyzej opisanej sytuacji wiemy, ze dla pewnego R > 0 mozemy rozwinaé¢ funkcje f na
K (20, R)\{z0} w szereg Laurenta:

(oo}

=3 anC —20)"

N=—oo

Mozemy wtedy rozpoznaé typ osobliwosci:

Twierdzenie 4.17 (1) Funkcja f ma w 29 osobliwosé pozorng (usuwalng) < an =0 dla n =

-1,-2,...
(2) Funkcja f ma w zg biegun rzedu k =1,2,... & a—x #0itan=0dlan=—-k—1,—-k—2,...
(3) Funkcja f ma w zy osobliwo$é istotng, < inf{n : an # 0} = —oc.
Przyktad.
sin z
z
ma w 0 osobliwo$é¢ usuwalng.
(1+2%)7°
ma w +i bieguny drugiego rzedu.
e1/2

ma w 0 osobliwosé istotna.
Definicja 4.18 Niech Q C C bedzie otwarty. Funkcja f jest meromorficzna na Q gdy istniejg

punkty z1,z2,... € Q takie, Ze f jest holomorficzna na Q\{z1,z22,...} @ punkty z1,z22,... s
biequnami funkcji f.

32



Przyktad. Funkcja
(sinz)~!

jest meromorficzna na C.

Definicja 4.19 Residuum funkcji f w punkcie zg jest zdefiniowane jako

ReSf(Zo) = i f(z)dz,

27T| 0K(20,R1)

gdzie Ry jest dowolng liczbg dodatniq takq, ze K(zo.R1)\{z0} jest zawarte w dziedzinie f.

Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy od wyboru R;. Mamy

d !
Gnrl- 2N onez\{-1}.
Dlatego
/ Mdz =0, nez\{-1}.
6K(Zo Rl)
Poza tym

/ 27 'dz = 2ri.
6K(20,R1)

Resf(zg) = a—1. (437)

Stad wynika wzor

Jesli f ma biegun rzedu najwyzej k, to residuum mozna obliczy¢ ze wzoru

1 okt
Resf(20) = Jim oo e G = 20) 10 (438)
Jesli funkcja f jest holomorficzna na Q\{z1,..., zn}, to zachodzi wzor
n
f(z) =) 2miResf(z). (4.39)
o0 et
Przyktad. Jesli
1
=y
to )
Resf(ia) = — —
2a
Zatem

/ 2+ gdﬂf—/ f(z)dz = 2wiResf (ia) =
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Lemat 4.20 (Lemat Jordana) Niech a > 0. Dla R > 0 oznaczamy przez yr gorny pétokrag o
promieniu R. Niech zf(z) bedzie ograniczone dla Rez >0, |z| > Ry. Wtedy dla § >0

/ e f(2)dz — 0.
YR
Dowaéd.

‘/eiézf(z)dz
gdzie w ostatnim kroku skorzystaliémy z Twierdzenia Lebesgue’a. [1

Przyktad. Niech

U U
< / FIf(re®) e dg < C / ersn0gg . 0,
0 0

Zeiz
TO=1a
Wtedy
e~ !
Resf(i) = —.
JIOERS
Poza tym,

Y

e F)02] < sup Jy,. [€°]|dz|sup; ryg || < C sup |2

co dazy do zera gdy R — oco. Zatem
/w S L T / F(2)dz | = Im @riResf (i) = re~!
—oco 1+ IIJ‘2 N R - oo [—R,R] N g - '

Przyktad.

R gixé 0 £<0,
Iim/ Ly = ir =0,
RoeeJ-r¥ I 2ire=%, ¢ >0.

Lemat 4.21 Niech funkcja holomorficzna f ma w zg biequn pierwszego rzedu. Zdefiniujmy
krzywq _

= {z+re'? I o< P <P}
Wtedy

lim /y = (0 do)iResf o).

Dowo6d. Mamy
a—
) = =5+ g(2).

gdzie g jest holomorficzna w zg. Oczywiscie,

Iim/ g(z)dz =0.
r-0 Yr
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Przyktad. Jesli
eiz

f(Z) = 77
to

Resf(0) =1
Dlatego

lim /R Siﬂdx = RIim Im/R f(z)dz = Im(wiResf(0)) = «.
- -R

4.10 Funkcje analityczne a punkt w nieskoiiczonosci

Przez C bedziemy oznaczaé sfere¢ Riemanna, to znaczy C U {oco}.

Niech Q ¢ C. Méwimy, ze f jest analityczna w oo, gdy f (%) jest analityczna w 0.

Punkt co nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji f, gdy dla pewnego R funkcja
f jest holomorficzna na C\K(0, R) i oo nie nalezy do dziedziny f. Rozrézniamy nastepujace
przypadki:
1) f ma w oo osobliwo$é¢ pozorna, jesli istnieje

Jim £) # oo.

2) f ma w oo biegun rzedu k = 1,2,..., gdy istnieje

lim f(z)z7%¥#0, .

3) f ma w oo osobliwos¢ istotna w przeciwnym razie.
W wyzej opisanej sytuacji wiemy, ze dla pewnego R > 0 mozemy rozwinaé¢ funkcje f na
C\ K (20, R) w szereg Laurenta:

fiz) = Z anz".

Mozemy wtedy rozpoznaé typ osobliwosci:

1) Funkcja f ma w oo osobliwos¢ pozorna (usuwalna) gdy an =0dlan =1,2,...

2) Funkcja f ma w oo biegun rzedu k =1,2,... gdy axk #0ian=0dlan=k+1 k+2,...
3) Funkcja f ma w oo osobliwosé istotna, jesli

sup{n : an # 0} = oco.
Przyklad. Funkcja 2 ma w oo istotny punkt osobliwy.
Definicja 4.22 Jesli Q C C jest otwarty to mowimy, Ze funkcja f jest meromorficzna na Q gdy

istniejq punkty z1, ze, ... € Q takie, ze f jest holomorficzna na Q\{z1, 29, ...} i ma w {z1, 22,...}
osobliwosci pozorne bgdZz bieguny.
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Przykltad. Punkt oo nie jest izolowanym punktem osobliwym funkcji
(sinz)"t.
Zatem, funkcja ta nie jest meromorficzna na C.

Definicja 4.23 Residuum funkcji f w oo jest réwne

Resf(o0) := 1 f(x)dz = _t f(z)dz

271 Jae\k (0,R1)) 271 Jak (0,R))

gdzie Ry > R.
Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy od wyboru Ry Mamy wzor
Resf(>0) = —a—1.

W praktyce mozemy wyliczaé¢ residuum w nieskoriczonosci ze wzoru

1\ 1
Resf(o<) = Resg(0), ()= ~f () 5
w /) w
Jegli funkcja f jest holomorficzna na Q\{z1,...,2n}, gdzie Q C C, to zachodzi wzor

/‘m f(z) = JZ:;ZwiResf(zi).

Przyklad. Niech f(z) := I_ZZL?OO Wtedy
Resf(oc0) = 1.

Dlatego,
/ f(2)dz = —27iRes f (o0) = —27i.
9K (0,2)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Twierdzenie 4.24 Kazda funkcja meromorficzna na C jest wymierna. Innymi stowy, kazda

funkcja analityczna z C w C jest wymierna.

Dowéd. Niech f bedzie meromorficzna na C. Poniewaz sfera Riemanna jest zwarta a punkty
osobliwe f sa izolowane, wiec jest ich skoriczenie wiele. Niech {z1,...,zm,00} beda punktami

osobliwymi funkcji f. Niech
Ki
> ani(z—z) ™"
n=1

beda osobliwymi czesciami rozwinie¢ w szereg Laurent’a wokol zj oraz

36



niech bedzie czeicia rozwiniecia w szereg Laurent’a wokdl oo z dodatnimi potegami. Wtedy

m ki Koo
F@ =Y aniz=2)" =) anez"
i=1 n=1 n=1

jest funkcja analityczna na C. Zatem na mocy twierdzenia Liouville’a jest stata. [

4.11 Funkcje analityczne z C w C

Definicja 4.25 Niech Q C C i f : Q — C. Mowimy, ze f jest analityczna w zg € Q, gdy
spetnione sq nastepujgcee warunki:

1) gdy zog # o0, f(z0) # 00, to f jest analityczna w otoczeniu zy w zwyktym sensie;

2) gdy zo # oo, f(z0) = o0, to % jest analityczna w otoczeniu zg w zwyktym sensie;

3) gdy zo = o0 i f(z0) #F 00, to f(%) jest analityczna w otoczeniu 0 w zwyktym sensie;

4) gdy zo = f(z0) = 00, to #%) jest analityczna w otoczeniu 0 w zwyktym sensie.

Twierdzenie 4.26 Niech f bedzie meromorficzna na Q C C. Rozszerzmy funkcje f na caty Q
ktadgc

f(z) = lim f(2),
Z-17j
w szczegolnosci w biegunach funkcji f ktadziemy f(zj) := oo. Wtedy funkcja
f:Q—C,
jest analityczna w sensie definicji (4.25).
Twierdzenie 4.27 (1) Kazda funkcja holomorficzna z C w C jest stata.
(2) Kazda bijekcja analityczna C w siebie jest homografig.

(3) Kazda funkcja analityczna z C w C jest wymierna.

Dowod. (1) jest preformutowaniem twierdzenia Liouville’a. (3) jest preformutowaniem Twier-
dzenia (4.24). Aby dowiesé¢ (2) korzystamy z (3). [

5 Przedluzenie analityczne

5.1 Jednoznaczno$é¢ przedtuzania funkcji analitycznych

Twierdzenie 5.1 Niech f, g bedg holomorficzne w otwartym spdjnym obszarze Q C C. Zatozimy,
ze istnieje ciqg {zn} C Q taki, ze liMp_co2n =1 20 € Qi 2n F 20 dlan =1,2,.... Niech

f(zn) = 9g(zn), n=0,1,2,....

Wtedy f = g na calym Q.
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Dowé6d. Niech . .
Q :={zeQ: fDE)=¢V(). j=01,...}.

Zbior Qp jest domkniety w Q jako przeciecie domknietych w Q zbioréw
{zeQ: [P =4V

Jest on réwniez otwarty, bo dla kazdego Zp € Q; istnieje r > 0 takie, ze na K (Zy,r)

n n

> )z _ > (3 _
O A L R RS S AT o)
n=0 n=0
Jest on wreszcie niepusty, bo zg € Q1. W rzeczy samej, istnieje r > 0 takie, ze na K(zg,7)

)= an(z — 2)"
n=0

9(2) =3 balz — )"
n=0
Niech ¢j := aj — bj i m niech bedzie najmniejszym indeksem takim, ze c;p 7 0. Wtedy

0= lim f(zn) — g(zn) =cm#0

n-eo (zn — 20)™

co jest sprzecznoscig. [1

5.2 Przedluzanie funkcji analitycznych wzdtuz drogi

Niech Q C C bedzie otwartym spdéjnym zbiorem i f : Q — C funkcja analityczna. Niech
[0,1] 5 7 — ~(7) € C bedzie krzywa taka, ze v(0) € Q. Méwimy, ze mozna przedtuzyé¢ f wzdhuz
v, gdy dla kazdego 7 € [0, 1] istnieja r¢ > 0 i funkcja analityczna fr @ K(y(7),r¢) — C takie, ze

(1) fo=f na K(¥(0),70) N Q;

(2) Dla kazdego 79 € [0,1] istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego o € [0,1] N [19 — €, 79 + €] mamy

v(10) € K(7(0),76) oraz fr = fo na K(y(70),7rv,) N K(y(0), 7).

Twierdzenie 5.2 Niech o € [0,1] i zg = (o). Wtedy fr(z¢) zalezy tylko od funkcji f:Q — C

i krzywej v (a nie zalezy od wyboru r¢, fr).

Definicja 5.3 Liczbe
[ (26)25=y(0) = fo(20)

nazywamy wartoscig w punkcie zg funkcji f przedluzonej wzdtuz krzywej .
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Dowéd. Niech r, fri7, fr sa dwiema rodzinami spetniajacymi warunki definicji przedtuzenia
funkcji. Zalozmy, ze istnieje 7 € [0, 1] taki, ze fr # fr na K(vy(7), min(r¢,77)). Niech

o =inf{r €[0,1] : fr # fr na K(y(r),min(re,7r)}.

Oczywiscie, 79 > 0. Niech e > 0 spelnia warunek (2) definicji zaréwno dla rodziny z tylda jak i
bez tyldy. Niech 7— € [Tt — €, 79[, T2 € [70,T + €]. Wtedy

foo = fo, ma K(y(r=),re ) N K(y(r4), 70, );
foo = Fop na K(y(r=), 7 ) N K (y(7y), e, );
fo = F na K(y(r=),min(re_, 7).
Coyli fr, = fr, na
K(y(r=),min(re_, 7)) N K(y(r+), min(re, , 7, ). (5.43)

Zbior (5.43) jest niepusty, bo v(79) do niego nalezy, jest otwarty i wypukly jako przeciecie kot
otwartych. Jest wige spojny. Zatem na mocy jednoznacznosci przediuzania funkeji analitycznych
fr. = fry na K(y(74), min(ry, , 77, )), co przeczy definicji 7o. [

Przyktad. Niech krzywa [0,1] 3 7 +— v C C\ {0} bedzie zamknieta (czyli w := v(0) = (1) i
okraza punkt 0 n € Z razy. Zalozmy tez, ze 4(0) € C\ €] — 00,0]. Wtedy mozna przedtuzyé
funkcje logg) 2 i Z(Lg) wzdtuz krzywej v 1 mamy

Iog(e)(w)wzy(l)) = n2rwi + IOg(e) w, w?le)w:y(l) — enu2niw‘(’19)'

Przyktad. W ramach analizy rzeczywistej definiuje sie osobno funkcje odwrotne do trygonome-
trycznych i hiperbolicznych

archt =log(vt2 —1+1t)
= —log(—vt?—1+1t), te[l,of
arsht =log(vt2+1+1t)
= —log(—vt?+1-1t), teR
arccost = 1log(ivt2 —1+1)
=—llog(-ive2 —1+1t), te[-1,1[

Funkcje te moga by¢ traktowane jako przedtuzenia analityczne jednej z nich, na przyktad
archt. Mamy bowiem
arch(£is) = i +arshs, seR,

archt = +iarccost, t¢e€]—1,1],

arch(—t) = fim +archt, t e [1, o0,
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gdzie + lub — zalezy od tego, czy przedtuzamy goéra czy dolem.

Zauwazmy tez, ze okrazenie punktu +1 prowadzi do pomnozenia archt przez —1, za$ okrazenie
[-1,1] prowadzi do dodania 27i do archt.

Przyktad.

arctgt = % (log(1 +it) — log(1 — it)).
Przyklad. Rozwazmy funkcje
f(2) = 2% - 1P,

Mozemy ja rozumieé jako iloczyn gatezi gtownych 2% i (z — 1)B, ktory jest dobrze okreslony na
C\] — o0, 1].

Zalozmy, ze krzywa 7 zaczyna s¢ w dowolnym punkcie C\] — oo,1], obiega odcinek [0, 1]
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazoéwek i wraca do punktu wyjscia, np. 0K (0, R), gdzie
R > 1. Wtedy wartosé funkcji f(z) po przedtuzeniu analitycznym wzdtuz v wartosé funkeji f(z)
mnozy sie przez czynnik e2MO+B) W szczegolnosci, jesli

a+pB€ez, (5.44)

to wracamy do tej samej wartosci funkeji f. Wtedy mozemy nasza funkcje zdefiniowaé¢ na C\[0, 1]
jako jednoznaczng funkcje analityczng.
Przyktad. Policzmy catke

! 1
1= / dx
0 vVz(l—2x2)1+2x)
Rozwazmy

f(z)=

1
vz = DA+ 2)

rozumiang jako funkcje analityczna na C\[0, 1] w sposéb opisany powyzej. W oo residuum jest
rowne 0. Zatem

/ f(z)dz = eI iy = —2miResf(—1),
[1,0-,17]

1

vz2(z=1)

Resf(—1) = lim f(:)(z+1) = T

Zatem -
I=—.

V2

5.3 Notacja do oznaczania krzywych

Teraz opiszemy notacje, ktora bedziemy stosowaé do oznaczania krzywych.

Czasami mozna stosowaé tamane postaci

[wo, u, w1] := [wo, u] U [u,w:].
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W w1

Osobliwosé funkcji w u moze prowadzi¢ do ktopotéw w postaci rozbieznosci catki. Mozna
réwniez omijaé¢ punkt v matym tukiem o promieniu r i rozwazaé¢ tamang postaci:

[wo, u + €' U {u + re'® : ¢ € [¢o, p1]} U u + re'® wi]. (5.45)

gdzie wp 1= u + Re'® wy :=u+ R Ry >r Ry >7r, ¢o < ¢1i]|dg— ¢1| < 2m. Oczywiscie,
catka po takim konturze nie zalezy od r, dla dostatecznie matego r. Zauwazmy, ze punkt roz-
galezienia u jest omijany tukiem w kierunku przeciwnym do ruch wskazéwek. Krzywa powyzsza
bedziemy oznaczali

[wo, u™, w].

WO w1

T

Podobnie, warto mieé¢ oznaczenie na tfamana
[wo, u + re' U {u+7re'® : ¢ € [p1, do]} U u + 7€', wy]. (5.46)
gdzie Ry > r, Ry > r, ¢1 < ¢o, |¢o — ¢1] < 2m. Rozni sie ona od (5.45) tym, ze punkt

rozgalezienia u obiegamy zgodnie z ruchem wskazowek. Krzywa (5.46) bedziemy oznaczaé przez

[wo, u™, w1].

[ ]
u

[u™] bedzie oznaczato kontur obiegajacy punkt u po malym okregu w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek. [u~] bedzie oznaczalo kontur obiegajacy punkt u po malym okregu w
kierunku zgodnym do ruchu wskazowek.

[ut], [u”].

& ®
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Piszac v = [u, w1, ..., wn,u"] bedziemy mieli na mysli, Ze v jest konturem zamknietym i
polaczonym malym tukiem obiegajacym u w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek. Po-
dobnie, jesli v = [u, w1, ..., wn,u"], to v jest konturem zamknietym potaczonym matym tukiem
obiegajacym z w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek.

[u, w1, we, u™], [u, w1, wa,u™].

ec
c

" W

[u, €'%0[ bedzie oznaczac¢ polprosta {u+ elot > 0} zaczynajaca sie w u i biegnaca do
nieskonczonosci pod katem «.

[u,eiaoo[.

[(u + €'% . 0)t, w] oznaczaé bedzie tamana
[, u + €' U {u+ re'® : ¢ € [po, p1]} Uu + re'® w],

gdzie w = u+ Re'', r < R, ¢1 < o, |¢1 — ¢o| < 27 (tamana wychodzi z punktu u pod katem
¢o, obiega punkt u malym tukiem przeciwnie do ruchu wskazowek i biegnie do w).

[(u+ €%0)*, w].

w

5.4 “Powierzchnie Riemanna i funkcje analityczne wieloznaczne

Niech = bedzie przestrzenia topologiczng Hausdorffa i ¢ odwzorowaniem z = w C. Mowimy,
ze (=, @) jest powierzchnig Riemanna nad C, gdy dla kazdego v € = istnieje r > 0 oraz ciagle
odwzorowanie ¥y r : K(¢(v),r) — = takie, ze

Potvr(2) =z, z € K(o(v),r)

i Yy r (K(o(v),r)) jest otwarty w =.
Niech (Z, ¢) bedzie powierzchnig Riemanna nad C.
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Ma miejsce nastepujacy fakt: Dla kazdego v € =, istnieje ry €]0, o] takie, ze odwzorowanie
Wy, 0 wlasnosciach opisanych powyzej istnieje, zag dla » > ry takie 1ry nie istnieje. Dostajemy
w ten sposob funkcje = 5 v +— ry €]0, 00]. Bedziemy pisaé 1y 1= ¥y r, -

Niech f:= — C. Méwimy, ze (=, ¢, f) jest funkcja analityczng na =, gdy dla kazdego v to
foty : K(p(v),ry) — C jest funkcja analityczna w zwyklym sensie.

Niech (=, ¢, f) bedzie funkcja analityczna na =. Dla kazdego v € =, niech 7y oznacza
promien zbieznosci funkcji fot)y ¢ dla pewnego r > 0. Oczywiscie, 0 < ry < 7y .

Moéwimy, ze (=, ¢, f) jest maksymalna funkcja analityczna, gdy dla kazdego v € =, ry = ry ¢.

Mowimy, ze (Z, ¢, f) jest zredukowana, gdy z tego, ze vi,v9 € Z, ¢(v1) = d(v2) = 29 1
0 < r <min(ry,,ry,) wynika, ze funkcje

K(z0,m) 32 —  [f(¥ur(2)),
K(z0,m) 32 —  [f(¥v,r(2)),

sa roznymi funkcjami. Jesli (=, ¢, f) nie jest funkcja zredukowang, zawsze mozna ja w jed-
noznaczny sposob zredukowaé. Wprowadzamy w = relacje: v1 ~ vg gdy ¢(v1) = ¢(v2) i dla
r = min(ry,, ry,)

forlzz)Vl,l’ = fOTJZ)VQ,r'
Wtedy ~ jest relacja rownowaznosci. Definiujemy
Erod = E/ ~,
Niech ¢4 : = — =,.4 bedzie kanoniczna surjekcja. Definiujemy rowniez

Prea([v]) = @(v),  frea([V]) := f(0).

Wtedy (Zred, Pred) jest powierzchnig Riemanna nad C, (Z;ed, @red, fred) jest zredukowansg funkcja,
analityczng i spetnione sg warunki

¢ = bread™™, [ = frea-d™.

Niech (=1,¢1, f1) i (Z,¢, f) beda funkcjami analitycznymi. Moéwimy, ze (=1, ¢1, f1) jest
przedtuzeniem (=g, ¢o, fo), gdy =9 C =1 i ¢1, f1 obciete do =g pokrywaja sie z ¢, fo.

Kazda zredukowang funkcje analityczna mozna w sposéb jednoznaczny przedtuzyé do mak-
symalnej zredukowanej funkcji analitycznej.

5.5 “Homotopia krzywych

Niech Q bedzie otwartym podzbiorem C i 21, zo € Q. Oznaczmy przez K (2, 21, Q) zbiér krzywych
zaczynajacych sie w zg i koriczacych sie w 21, tzn y(0) = 29, v(1) = 21.

Niech ~v9,v1 € K(z9,21,Q). Moéwimy, ze 7y jest homotopijnie réwnowazna -1 1 piszemy
Yo ~ v1 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkcja ciagta [0,1] x [0,1] > (¢, s) — H(t, s) taka, ze
H(t,0) =0(t) i H(¢,1) =1 ().
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Twierdzenie 5.4 Niech f : Q — C bedzie analityczna, vo9,7v1 € K(z0,21,Q) beda kawatkami
gtadkie © homotopiynie rownowazne. Wtedy

f(x)dz = F(x)dz.
Y1
Twierdzenie 5.5 Homotopijna réwnowaznosé jest relacjg rownowaznosci

Dowod. Kladac H(t, s) = vo(t) dostajemy vy ~ vo.

Kladac Hyo(t, s) := Hp1(t,1 — s) dostajemy ~vo ~ 71 = 1 ~ Yo-
Ktadac

Yo

— HOl (tv 28)7 0
H““@’{fm@%—n,%

dostajemy Yo ~ 1, Y1~ 72 = 0 ~ 72
Zbiér klas homotopii krzywych zaczynajacych sie w zg i koriczacych w z; oznaczany jest przez

I_I(ZO7217Q) = K(Z()aZlaQ)/ ~ .

Twierdzenie 5.6 Niech Q C C bedzie otwarty i spdjny. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) N(zo, 20, Q) jest jednoelementowy dla kazdego zy € Q.

(2) Istnieje zg € Q taki, ze M(zp, 20, Q) jest jednoelementowy.
Jesli spelnione sa warunki powyzszego twierdzenia, méwimy, ze zbior Q jest jednospdjny.

5.6 Skladanie krzywych i grupa homotopii
Niech 2,21 € Q, v € K (20, 21, Q). Definiujemy v~ € K (21, 20, Q).
N = A — 1),
Oczywiscie, jesli v~ 7, to (Y71 ~ 471,
Niech 29, 21, 22 € Q, 70 € K(20,21,Q), 11 € K(21, 22, Q). Definiujemy 071 € K (20, 22,Q):

— J (), 0<

o t) 1=
wn®={ 1y 42
Oczywiscie, jesli vg ~ 705, Y1~ 71D, to

Y071 ~ YL
Jesli vo € K(29, 23, Q)
(vo°71) 02 ~ 700 (71 072).

Jesli przez z oznaczamy krzywa stala réwng z € Q, to dla 29,21 € Q, v € K(zg, 21, Q),
Zgoy ~ Yoz ~ .
W szczegolnosei, dla kazdego zg € Q, M(zg, 20, Q) jest grupa. Jesli zbior Q jest spojny, to

grupa M(zg, 2o, Q) jest izomorficzna dla réznych zp € Q. Nazywamy ja grupg homotopii zbioru
Q. Oznaczamy ja przez [M1(Q).

Przyktady
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(1) N(C) jest grupa jednoelementows.
(2) N(C\{0}) = Z (liczba okrazen wokot zera).

(3) N(C\{0,1}) = F2 — grupa wolna o dwoch generatorach. Jako generatory mozna wybraé¢ 7
— okrazenie 0, 7, — okrazenie 1. Grupa Fo sktada sie z elementéw nastepujacych typow:

Np _Mp Np,_Mo Mp+1_Np No,_Mo
Ty Ty Ty Ty s To T T Ty s
Np _Mp mi,__No Mp+1_Np mi,__No
T To U To Tios T Ty To T1os (5.47)

gdzie nj, mi € Z\{0}.

5.7 Nakrycie uniwersalne

Niech Q C C bedzie otwarte i spdjne. Ustalmy zo € Q. Nakryciem uniwersalnym Q z punktem
bazowym [zg] nazywamy (Cov(Q), ¢, [20]), gdzie

Cov(Q) := | N(z,2,9),
z [

¢ : Cov(Q) — Q jest zadane przez ¢([7]) := v(1). Cov(Q) jest wyposazone w naturalng topologie.
Oczywiscie, (Cov(Q), ¢) jest spdjna i jednospdjna powierzchniag Riemanna nad C.
5.8 Nakrycie wyznaczone przez podgrupe grupy homotopii

Niech G bedzie podgrupa M(zg, z0,Q). W T(zp, z,Q) wprowadzamy relacje: Dla [v1],[v2] €
M(zo, z, Q) piszemy [71]8[72], gdy [v1 07 e G. Jest to relacja rownowaznosci. Bedziemy

oznaczali przez [v]g klase abstrakcji v wzgledem tej relacji. Definiujemy

Mo (20,2, Q) 1= M(z0, 2,Q)/ ¢ -
Nakryciem Q zwigzanym z grupa G nazywamy (Covg(Q), ¢c, [20]lc), gdzie

Covg(Q) := U Mg (20, 2, Q),
z [2]

¢c(le) = (D).

Mamy oczywiscie naturalne odwzorowanie

¢° 1 Cov(Q) — Cova(Q),  ¢°(I]) = D,

spetiajace zwiazek ¢g o ¢© = ¢. Oczywiscie, (Covg(Q), #) jest spojna (lez niekoniecznie jedno-
spojna) powierzchnia Riemanna nad C.
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5.9 “Funkcja pierwotna

Twierdzenie 5.7 Niech Q C C bedzie jednospdjnym obszarem a Q > z — f(2) funkcjg holomor-
ficzng. Ustalmy zg € Q. Zdefiniujmy

F() = / fw)dw,

gdzie v, jest dowolng krzywg lezgeq w Q tgczqeq zg 1 z. Wiedy F(2) nie zalezy od wyboru krzywej
i

Fi(z) = f(2).

Jesli Q jest spojny i otwarty, ale niekoniecznie jednospojny, to powyzsza konstrukcje nalezy
zmodyfikowaé. Jesli [v] € M(zg, 2, Q) C Cov(Q), to ktadziemy

F = dw.

©D = [ s

Dostajemy funkcje analityczng F' : Cov(Q) — C, ktéra spelnia
F{OD) = 0D,  F(z]) =0.

5.10 “Funkcja logarytm i potegowa

1

Funkcje logarytm mozna zdefinowac jako funkcje pierwotng do funkcji 5

zo = 1. Dostajemy wtedy funkcje na nakryciu uniwersalnym

z punktem bazowym

Cov(C\{0}) > v+ logwv := / %U, v =[v]
Y

Jest ona zredukowana i maksymalna.
Niech p € C. Funkcje 2 definiujemy najpierw na nakryciu uniwersalnym C\{0} jako

Cov(C\{0}) > v s eHloeV, (5.48)

Jesli p # 0,1,2,..., jest to maksymalna funkcja analityczna. Jesli p € Q, to jest ona roéwniez
zredukowana.

Jesli 1 € Q, to (5.48) jest niezredukowana Niech p = B dla nieskracalnego utamka, gdzie
g€ {1,2,...}, Wtedy v* = 1, jesli v € Zq C MN(1,1,C\{0}) C Cov(C\{0}). Po zredukowaniu
dostajemy funkcje

Covz, (C\{0}) 3 v+ eHlosY, (5.49)

5.11 “Funkcja 2%(z — 1)P.

Funkcje 2%(z — 1)P mozna najpierw zdefiniowa¢ na nakryciu uniwersalnym Cov(C\{0,1}). Jest
ona wtedy niezredukowana.
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Opiszmy teraz jej zredukowane wersje w niektorych sytuacjach. Zatézmy najpierw, ze mamy
do czynienia z generyczna sytuacja, kiedy « i 8 sa niewymierne i niewspotmierne, tzn. an+0Gm €
Q implikuje n = m = 0. Wtedy w grupie Fo wprowadzamy podgrupe G zadang przez

an Zij =0,
i i

gdzie nj, mi sa liczbami wystepujacymi w (5.47). Wtedy 2%(z — 1)P mozna przenies¢ na nakrycie
Covg(C\{0,1}), i dostajemy wtedy zredukowana maksymalna funkcje analityczna.
Inng sytuacje mamy, gdy a+ 0 € Z, a € Q. Wprowadzamy wtedy podgrupe H zadang przez

[ee] (o]
> onp = mj
j=0 i=0

i funkcje 2%(z — 1)P przenosimy na nakrycie Covy(C\{0,1}). Dostajemy wtedy zredukowana
maksymalng funkcje analityczna.

6 Separacja zmiennych w réwnaniu Helmholtza

6.1 Rownanie Helmholtza we wspoélrzednych kartezjanskich

Roéwnania Helmholtza w 2 wymiarach ma postaé
(9% + 0y + E)g, (6.50)

gdzie E jest parametrem. Ma ono wiele rozwigzani. Aby wyrdznié interesujace nas rozwigzania,
trzeba doda¢ warunki brzegowe, np. warunki brzegowe Dirichleta na brzegu obszaru Q.

We wspoélrzednych kartezjanskich wygodnie rozwigzuje sie rownanie Helmholtza na prosto-
kacie, np. [0, A] x [0, B]. Wtedy stosujemy ansatz

9(z,y) = p(x)q(y),

i dostajemy

zﬁ (02 + E) p(z) = —ﬁ@?q(y). (6.51)

Lewa strona nie zalezy od y a prawa strona nie zalezy od x. Zatem (6.51) jest rowne statej C,
co prowadzi do

(O3 +E—C)p(z) = 0,
(05 + C)q(y)

Il
©

Warunki Dirichleta oznaczaja

p(0) = p(4) =0, ¢(0)=q(B) =0,

47



co prowadzi do

p(m)=5inmr£7 F-C=—, C=

p(x) = sinnm :E ) .
A A2 B2

Zu
W szczegblnosci, E = 71'2('2—22 + ré'—;)

Jesli Q jest kotem, pierécieniem lub ich wycinkiem, wygodniej jest stosowaé wspodlrzedne
biegunowe. Ogolniej, we wspotrzednych u(z,y),v(x,y) wygodnie jest rozwiazywaé réwnania
rozniczkowe czastkowe na obszarze typu Q = {(z,y) : up < u(z,y) < ui, vo < v(z,y) < v1}.

6.2 Zamiana zmiennych w laplasjanie
Niech Q bedzie otwartym podzbiorem R? i
Q> (z,9) — (u,v) € R? (6.52)
bedzie gtadka transformacjg. Mamy wtedy
(0>2( + 83)9 = Ox(Oxudug + Oxvdyg) + Oy(Oyudug + dyvdyg)
= (Ox+ 83)” dug + (05 + 83)11 g
+(Oxudxu + dyudyu)dig

+2(8Xuaxv + ayuayv)auavg7
+(Oxvdxv + dyvdyv)dg.

Zalozmy teraz, ze z = x + iy — u +iv = f jest funkcja analityczng. Warunki Cauchy-Riemanna
Oxu = Oxv, Oyu = —0Oxv implikuja

@+&  =@+Ew =0,
8xuaxu + ayuayu = 8)('(16)('[) + 8y'U8y'U - (8)('&)2 + (ax'U)2 - |8zf|2, (653)
Oxulxv + Oyudyv = Oxulxv — Oxvoxu = 0. (6.54)
Zatem
(0% + 0)g = 10: J1(9% + 8. (6.55)
Zauwazmy, ze warunki (6.53) 1 (6.54) oznaczaja, ze wektory (Oxu,dyu) i (Oxv,dyv) sa orto-
gonalne i rownej dlugosci. Zatem macierz [ 8)(21 gyz } jest macierza obrotu razy |0, f|. Czyli
X y

jesli |0z f| # 0, to transformacja (6.52) zachowuje katy. Mowiac precyzyjniej, jesli [0,1] © 7 +—
(zi(7),yi(7))), i = 1,2, sa dwiema krzywymi rozpoczynajacymi sie w punkcie (x1(0),y1(0))) =
(22(0),y2(0))), zas [0,1] > 7 — (ui(7),vi(7))) sa ich obrazami, to

(0:21(0), 9r1(0)) - (9r22(0), 91 w2(0)) (911 (0), 9rv1(0)) - (Gru2(0), 91 v2(0))
1(3c21(0), Ory1(0)) ([l (Pr2(0), Bry2O)) [ || (Grua(0), Frv1(0)) [[[[ (Bru2(0), Brv2(0)) ||
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6.3 Rownanie Helmholtza we wspélrzednych biegunowych

Zastosujmy zamiane zmiennych (6.52) do rownania Helmoholtza. Wygodniej nam bedzie skupié¢
sie na transformacji odwrotnej
(u,v) — (2,9) (6.56)

i jej interpretacji w terminach zmiennej zespolone;j

f=utiv—x+iy==z.
Rownanie (6.55) mozna wtedy przepisaé jako

|05 2|*(0% + 07) = 0 + 0. (6.57)

Rozwazmy funkcje z = ef, czyli

x=¢e"cosv, y=¢e"sinv.
Wtedy Ofz = e, zatem |0fz|? = 2. Mamy zatem

O + 0y = e 2] + 07). (6.58)

Aby sprowadzi¢ je do bardziej znanej postaci, podstawmy r = e" i przemianujmy v na ¢. Mamy
wtedy dy = 0 1 (6.58) sprowadza sie do znanej zamiany zmiennych

Oz +0; =07 + %& + 7126(%. (6.59)
Zastosujmy teraz nastepujacy ansatz:
g(r, d) = p(r)a(r). (6.60)
Wtedy réwnanie Helmholtza
(r?0f +r0r + 05 + r*E) p(r)q(¢)

po podzieleniu przez p(r)q(¢) mozna przepisaé jako

o0 (r20% + 10 +r?E) p(r) = —T:;)(?%q(qﬁ) (6.61)

Lewa strona(6.61) nie zalezy od r za$§ prawa strona nie zalezy od ¢. Dlatego (6.61) rowna sie
statej, ktora mozemy nazwaé C. (6.61) rozdzela sie zatem na dwa rownania

(7"28? +ro —C+ rzE) p(r) = 0, (6.62)
(0 + C) a(¢) (6.63)

(6.63) ma rozwiazanie rowne .
g(¢) =™, m?=C.

Zatem (6.62) mozna przepisa¢ jako
(r?02 + rdy —m® + r*E) p(r) = 0. (6.64)

Sprowadza sie ono do rownania Bessela (standardowego lub zmodyfikowanego).
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6.4 Rownanie Helmholtza we wspélrzednych parabolicznych

Rozwazmy teraz uklad wspotrzednych zadany przez analityczng transformacje z = % Mamy

wtedy

= uv,

2 ) y
Ofz = f, |8fz|2 = u? + v2. Laplasjan transformuje sie zatem nastepujaco:
O + 0y = (u” +v*) 1] + 0Y).

Roéwnanie Helmholtza we wspotrzednych parabolicznych ma zatem postaé

(02 + 02+ E(u® +v?)g = 0. (6.65)
Ansatz
9(u,v) = p(u)q(v). (6.66)
prowadzi do . .
(a2 2 — T (92 2 —
o) (8u + Fu )p(u) o) (8\, + Ev ) qgv) =C (6.67)
co mozna zamienié¢ jako
(83 + Eu®> — C) p(u) = 0, (6.68)
(07 + Ev* +C)q(v) = 0, (6.69)

ktore sprowadzaja sie do réwnania dla oscylatora harmonicznego, zwanego tez réwnaniem We-
bera.

6.5 Rownanie Helmholtza we wspoélrzednych eliptyczno-hiperbolicznych

Rozwazmy teraz uktad wspotrzednych zadany przez analityczng transformacje z = cosh f. Mamy
wtedy
x =coshucosv, y=sinhusinwv,

dfz = sinh f = sinhwcosv + icoshusinv, |9¢z|? = sinh?u + sin? v. Laplasjan transformuje si¢
zatem nastepujaco:
02 + 83 = (sinh? u + sin?v) "1(02 + 62).

Roéwnanie Helmholtza we wspolrzednych parabolicznych ma zatem postaé

(02 + 02 + E(sinh? u + sin® v))g. (6.70)
Ansatz (6.66) prowadzi do
Iﬁ (83 + F'sinh? u) p(u) = _T];f) (83 + F'sin? v) q(v) =C (6.71)
co mozna zamieni¢ na
(03 + Esinh®>u—C) p(u) = 0, (6.72)
(03 + Esin*v+C)p(u) = 0, (6.73)

ktore sprowadzaja sie do rownania Mathieu (standardowego lub zmodyfikowanego).
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6.6 Operatory 0, i 05

Utozsamiamy R? z C odwzorowaniem R? 3 (z,7) — 2 := z+iy € C. Wprowadzamy nastepujace
operatory dzialajace na C

1 .
az = E(ax —Zay), 87 =

N~

(Ox +i0y).
Zauwazmy, ze

0;z =1, 0,z =0,
07z=0, 0z=1,
Ox = 0, + 0z, Oy =10, —i07.

df = 8, fdz + 8, fdz.

Stwierdzenie 6.1 Funkcja z — f jest holomorficzna wtedy i tylko wtedy gdy Ozf = 0. Jesli to
ma miejsce, to O, f jest zwyktq pochodng funkcji f w sensie zespolonym.

Dowéd. 9d7f = 0 oznacza Oxf = —idy f, czyli warunki Cauchy-Riemanna. Przy ich spelnieniu,

0o f = 5(0xf — 0y f) = xf. [

Mowimy, ze funkcja z — f jest antyholomorficzna, gdy z — f(z) jest holomorficzna. Oczy-
wiscie, jest to rownowazne temu, ze d; f = 0.

6.7 Kiedy transformacja zmiennych w R? separuje réwnanie Helmohltza?

Niech
(z,y) — (u,v) €R?

bedzie transformacja taks, ze z = x + iy — u + iv = f jest funkcja analityczng. Roéwnanie
Helmholtza
(0% + 8y)g = Ey,

zapisuje sie wtedy w nowych wspotrzednych jako
(05 + 39 = |0¢= Eg.
Roéwnanie to sie separuje gdy |Ofz|? jest postaci
|02 = a(u) + b(v).

Jest to réwnowazne warunkowi

auav|8f2|2 =0.

Uzywamy zmiennej f = u + iv, zatem odpowiedniki operatoréw 9, i dr maja teraz inne oznacze-
nia:

1 , 1 .
af = E(au — Za\/), af = E(au + ZaV)'
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Korzystajac z Ofz = Of7 i
u=0f +0p B =idf - 0,

dostajemy
0=0ud|0¢2z> = (0} — aé)afza?z
= i (0F2007 - 0520}7)
Zatem o3
8%2 fz

Lewa strona (6.74) jest holomorficzna a prawa antyholomorficzna. Zatem (6.74) jest rowne stalej,
ktora nazwiemy D i dostajemy réwnanie

J3z = Dosz. (6.75)
Sklasyfikujmy rowzwiazania (6.75) z dokladnoscig do translacji z — z + a, obrotéw z — €%z i
skalowania z — Az.

(1) D=0. Wtedy z = Af2+ Bf + C. Jesli A =0, to zamiana wspoirzednych jest trywialna.
Jesli A #0, to&prowadza sie do z = f2.

(2) D#0, z= Ae\/Bf. Zamizgla wspotrzednych sprowadza sie do z = ef .

(3) D#0, z= Ae Df 4+ Be~ DT, Zamiana wspolrzednych sprowadza sie do z = cosh f.

7 Funkcja Gamma Eulera

7.1 Funkcja Gamma jako uogdlnienie silni i IT catka Eulera

Przy pomocy tzw. II calki Eulera definiujemy funkcje Gamma:

M(z) = [, e %* 'dt
. (7.76)
=2 [ e 8¢ 1de, Rez >0,

Zakladamy, ze w powyzszym wzorze bierzemy galaz gtowng funkcji t27!

symbol Pochhammera

(ah:=ala+1)...(a+n—-1), n=0,12...

. Zdefiniujmy tez tzw

(a)n = m, n=...,—2,—1.
Oczywiscie, (1)n = nl.
Twierdzenie 7.1 Zachodzg nastepujgce tozsamosci:
Mz +1) =zI(2), (7.77)
NMn+1)=n!, n=0,1,2,..., (7.78)
Mz+n)=Enl(z), neZ
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Dowoéd. (7.77) wynika z catkowania przez czesci. (7.78) wynika z (7.77) i F(1) =1. [
Zdefiniujmy zbior
Qn:={z : Rez>—-n}\{0,—-1,...,—n+1}
i funkcje

MNz+n)

Qn 32— Tn(2) = 2(z+1)...(z+n—-1)

Wtedy jesli n > m, to
Mz) =Tm(2), z € Qm.

Wynika to z tozsamosci
Frz+n)=rG+m)z+m)...(z+n-1),

bedacej konsekwencja wzoru (7.77). Ostatecznie, na

Jan=c\{0,-1,-2,..}
n=1
definiujemy
M) :=rn2), z € Qn.

Tak zdefiniowana funkcja I™ jest to maksymalnym przedhuzeniem analitycznym funkcji I'(z) zde-
finiowanej przy pomocy calki (7.76).
Oto inne wzory, ktére pozwalaja maksymalnie przedtuzyé¢ funkcje Gamma:

Twierdzenie 7.2 (Rozklad Pryma)

r(2) —Z = /100 e ' ldt, 2€C\{0,-1,-2,...}.

n'(n+ z)

Twierdzenie 7.3 (Wzor Cauchy-Saalschiitza)

rz) :/0 t*~ 1( et Z - t)k> t, —-l—-n<Rez< —n. (7.79)

Dowo6d. Niech My(2) bedzie prawa strona (7.79). Oczywiscie
M i(z) =r(z), 0<Rez.

Calkujac przez czesci dostajemy

M) = %(e‘t— > %)1:’ L[ (et - s S ar
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7.2 1 calka Eulera i dalsze tozsamosci

Twierdzenie 7.4 (I calka Eulera)

POMW) 1 yuet 4
Tery = ot A0 (7.80)

=2 [;2 cos2~! ¢sin? " ¢d¢, Reu >0, Rev > 0.

T T sin _ I'l—=u—v)I" _ ©o — —
1“(EJJ+E/\3) sinT[(LTJ[b,J-V) - ( 1"?1_\3) V) — fO (t+ 1)u 1tv 1dt

= 2f0°° Ch2u—195h2v—19’ Rev > 0’ Re(l Cu— ’U) > 0.
(7.81)

Dowod. Stosujac podstawienie ¢ = é + 1 z (7.80) dostajemy (7.81), z wyjatkiem pierwszej
rownosci, wynikajacej z tozsamosei (7.84), ktora dowiedziemy pdzniej. Udowodnijmy wiec (7.80)
Mamy

F(u)l(v) = 4 / / e & TP 2= ey, (7.82)
o Jo
Przechodzimy do wspétrzednych biegunowych podstawiajac
E=rcos¢, n=rsing

i otrzymujemy, ze (7.82) rowna sie

4 [ e~ P21y [TV2 00520~ g 5in2 ! gdg.
(7.83)
= (u+v) f; Y711 — )V~ ldt,
(W ostatnim kroku podstawiliémy ¢ = cos? ¢). [
Wzor (7.80) jest uzasadnieniem tego, ze czesto wprowadza si¢ tak zwana funkcje Beta:

— F@Wr)
Sy

B(u,v)

Twierdzenie 7.5 Zachodzg nastepujgce tozsamosci:

v
sinmz’

Frra--z)= (7.84)

r/2) =r (7.85)

Dowo6d. Zalézmy na razie, ze 0 < Rez < 1. Rozwazmy funkcje holomorficzna C\[0,1] >
t — f(t) = t#71(t — 1)7? (Funkcje t*~' i (t — 1)7? rozumiemy w sensie ich galezi gléwnych
zdefiniowanych odpowiednio na C\[—oc0,0[ i C\[—o0, 1[. Zatem funkcja f(t) zdefiniowana jest a
priori na C\[—o0, 1], ale przedtuza sie analitycznie do funkeji na C\[0, 1].
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Niech v = [0,1%,0"] bedzie konturem zwanym koécia. Wtedy biorac pod uwage, ze w
nieskonczono$ci residuum funkcji f jest réwne —1, dostajemy

2imr = —27iRes f(o0) = fy f(@)dt
= (e™ — g7M2) fol #2711 — t)7%dt = (2isin72)B(z,1 — 2) = Qisin 7)) (1 — 2).

Stad wynika (7.84) dla 0 < Rez < 1. Rozszerzamy go na szystkie z € C przez analitycznosé.
Podstawiajac w (7.84) z = 1/2 dostajemy

r(1/2) = x.

Wiemy, ze

MNz)>0, z>0.
Stad wynika (7.85). [

Whniosek 7.6 (Calka Gaussa) Jesli Rea > 0, to

/ e et = \/g . (7.86)

Dowo6d. Wychodzac z (7.85) przez zamiane zmiennych dostajemy

VE=T/D) = [l eVt

= [ V. v e_tzdt
.,ﬁ aco, aoo|
=\ a [_ g3’ s,
\/_jj oo,oo[
1

Whniosek 7.7 (Caka Fresnela) Mamy

R oo

R
lim / e’ gy = ¥ /7.
-R
Dowod. Calkujemy po bokach trojkata 0, R, R + iR. Po pionowym boku mamy

R 1
/ e Ry = / e R 0-®) Rat — 0,
0 0

po zastosowaniu Tw. Lebesgue’a. [ 1

Zauwazmy, ze funkcja '(z) ma w 2 =0, —1,... bieguny 1-go rzedu z residuami

Resl'(—n) =Ilim;__q T (2)(z +n)

— (z+n)m _ (="
~ I'(1—z)sinmz ~— n! -
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Twierdzenie 7.8 Wzdr Legendre’a o podwajaniu:
2270 () (2 + 1/2) = VAT (22),

Dowaod. ) . "
r(z) z—1 z—1 / -1 -1

= 1—t dt=2 271 — )*F dt.

s /0 e A

Podstawiamy s = 4¢(1 — t) i otrzymujemy

o1-22 /1 71 — 5) M2 = 2122 F(z)r3)
0 rz+3)

L1

Prawdziwe jest tez nastepujace uogoélnienie powyzszego wzoru, zwane wzorem Gaussa 0 mno-
zeniu, ktére udowodnimy poéznie;j:

—n —1
M(nz) = (zﬂ)%nnz‘% :r| Mz + %) (7.87)
=0

7.3 Funkcja Gamma i calki w dziedzinie zespolonej

Twierdzenie 7.9 (Wzor Hankela)

1 1 S.—z—1
- = ds. .
G+ D) 20 / e°s s (7.88)

[—00,0%,—0o]
Dowoéd. Zalézmy tymczasowo, ze Rez < 0.

_ O[r ) [ess_z_lds — e—in(—z—l) f}—oo,o] eS(_S)—z—lds + ein(—z—l) f[o

eS(—s) 2 ds

,—oof
— (e—in(—z—l) _ ein(—z—l)) f0°° e t—z—1qy;

=i2sin(—m2)M(—2) = %

Nastepnie rozszerzamy tozsamos¢ na wszystkie z przez przedtuzenie analityczne. [
Twierdzenie 7.10

PutvtD)  _ o .
F(u$71)1!(w21) = o0 Jimoo0t oo T T —8) VTN

= f]oo,r,oo[t_”_l(l — )7V ldt, wu+ov+1>0.

Dowéd. Zauwazmy, ze ] — 00,0, —oo[ i Joo, 17, 0o[ daja te sama calke.

f 75—u—1(1 _ t)_v_ldt — (_e—in(v+1) + ein(v+1)) floo t_u_l(t _ 1)_V_1dt

Jeo,07,00[

r=vrd+u+v) _ 2ir I'(1+u+v)

= —2isinmv T+ TA+u)L(I+v) "

L1

Jesli u+v =€ Z, to petla okrazajaca 1 i 0 przeciwnie do ruchu wskazowek lezy na powierzchni
Riemanna funkeji t4~1(t — 1)V~ i dostajemy wzor:
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Twierdzenie 7.11 Niech n € Z. Wtedy

() (w-1)...(u—n) 1L/ 1y, e
= = — t t—1 dt, 7.89
Fn+1)M(u—n) n! 27 Jio,1+,0+] ( ) (7:89)
Dowod. CGdy zastosujemy homografie t = —s~! to dostaniemy

a7 f[0r1+:0+] R G f[oﬂ s"(1 — 5)"Uds

R e M

(7.90)

L1

Rozwazmy teraz funkcje (—t)U~1(t — 1)V~!. Jegli obie potegi rozumiemy w sensie ich gatezi
glownych, to dziedzina tej funkcji jest C\R. Jest to dziedzina skladajaca sie z dwoch spojnych
czesci na ktérych mamy

tu_l(l _ t)v—le—irr(u—l)eirt(v—l)7 Imz > 0;

75u—1(1 _ t)v—lein(u—l)e—in(v—1)7 Imz < 0. (7-91)

(0 -1 = |
Rozwazmy teraz kontur "podwojna ésemka'"[0,17,07,17,07]. Kontur ten rozpoczynamy na
dolnym ptacie powierzchni Riemanna funkcji (—=t)4~1(t—1)V"!, na ktorym lezy pierwszy odcinek
[0,1] z tego konturu. Latwo sie¢ przekonaé, ze [0,17,07,17,07] jest krzywa zamknieta na tej
powierzchni Riemanna. Nawiasem mowiac, trzeci odcinek w tym konturze znajduje sie na gbrnym
ptacie opisanym w (7.91). Calke z funkcji (—t)""'(t —1)""! po podwoéjnej 6semce mozna wyrazié
poprzez funkcje Gamma:

Twierdzenie 7.12

1 = ! u—1 v—1
Fu+o)f@—uw)f(1—v) ()2 /[0,1+,0,1,o+}(_t) (t—1)""dt, (7.92)

Dowod. Zalozmy, ze Reu, Rev > 0.
f ()"~ — 1)V Hdt
[0,1+,0—,1—,07]
— (ein(u—l)e—in(v—l) _ ein(u—l)ein(v—l) + e—in(u—l)ein(v—l) _ e—in(u—l)e—in(v—l))
X [ 9L — )Vt

— _(einu _ e—iT[U)(eiT[V _ e—iT[V)B(u’ U)

= —(2i sin 7rv)(2i sin 7u) LY

(2r)? F(u+v)F(11—u)F(1—v)

Przez przedluzenie analityczne rozszerzamy tozsamo$é na wszystkie u,v. [1
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7.4 lIloczyny nieskoriczone

Przypomnijmy najpierw podstawowe fakty dotyczace szeregdw.

Jesli istnieje skonczona granica I = liMp_ oo Z?:l bj, to méwimy, ze szereg 2;11 bj jest
zbiezny warunkowo i piszemy I = Z;il bj.

Jesli 2;11 |bj| < oo, to moéwimy, ze szereg 2;11 bj jest zbiezny bezwzglednie. Mozna poka-
zaé, ze zbieznosé bezwzgledna szeregu pociaga za soba zbieznosé warunkowa, réwniez po zmianie
kolejnosci wyrazéw w szeregu i jego warto$é nie zalezy od tej kolejnosci.

Jesli istnieje skonczona granica I = limp_ o HE]:1(1 + aj), to méwimy, ze iloczyn nieskori-
czony Hj?il(l + aj) jest zbiezny warunkowo i piszemy I = Hj?il(l +aj).

Moéwimy, ze iloczyn nieskoriczony Hj“;l(l+aj) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy,
gdy

(oo}

> lan| < 0. (7.93)

n=1

Lemat 7.13 Iloczyn nieskoniczony H;’il(1+aj) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy gdy
Jedynie skoniczona liczba wyrazow aj jest rowna —1 4

> " Jlog(1 + an)| < oo, (7.94)
n=1
przy czym w szerequ (7.94) usuneliSmy wyrazy aj = —1. (W powyzszym wzorze przez | log(1+ a)|

rozumiemy wartosé bezwzgledng gatezi gtownej logarytmu rozszerzong przez ciqgtosé do funkcyi
na C\{—1}, ktdra jest jednoznaczna, mimo ze sam log(1l + a) jednoznaczny nie jest).

Dowdd. Niech spetlnione bedzie (7.93). Wtedy limj e aj = 0 i dlatego skonczona liczba
wyrazow aj jest rowna —1. Poza tym poza skonczong liczbg indeksow

1

lal < 5 (7.95)
C\{-1} >t~ W‘ jest funkcja ciagla i dodatnia. Zatem dla [t| < % istnieja 0 < C] <
Csy, takie, ze
C; < W‘ < Cs.
Zatem

[log(1 + an)| < Calanl.

Aby dowies¢ implikacje przeciwng, wystarczy zatozy¢, ze wszystkie aj sa rozne od —1. (7.94)
pociaga za soba limp_ o l0g(an + 1) = 0, a wiec (7.95) jest spelnione poza skonczona liczba
indekséw i1 wtedy

lan| < C1_1’ log(1 + an)|.
—1

Oczywiscie, logarytmujgc wyraz po wyrazie iloczyn bezwzglednie zbiezny dostajemy szereg
bezwzglednie zbiezny. Dlatego zbiezno$é bezwzgledna iloczynu nieskoriczonego pocigga za sobg
zbiezno§¢é warunkowa, réwniez po zmianie kolejnosci wyrazéw w iloczynie i jego wartosé nie zalezy
od tej kolejnosci.
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7.5 Funkcje trygonometryczne jako iloczyny nieskoriczone

Twierdzenie 7.14 Mamy nastepujgce wzory:

o 1 _mn?

Yj——oo T = e (7.96)

72 = M S o = (7.97)
Pt 22y _ sinnz

zjl;ll(l—,-—z) = 5. (7.98)

Uwaga Iloczyn nieskoriczony wystepujacy we wzorze (7.98) jest zbiezny bezwzglednie.

Dowéd. )

) (z—75)? sin’nz

j=—o0

jest funkcja catkowita. Jest ona okresowa z okresem 1 i dazy do zera dla [Imz| — co. Jest wiec
ograniczona. Na mocy tw. Liouville’a jest wiec rowna zero. To dowodzi (7.96).
Na mocy (7.96) pochodna

1 z TCOS Tz
42 - — 7.99
z 12231 22 — 52 sintz ' (7.99)

jest rowna zero. (7.99) jest funkcja nieparzysta i stata, wiec jest rowne zero. To dowodzi (7.97).
Na mocy (7.97) mamy

d% log (zjil'oll(l - j—i)) = % log (%>

Zatem
2

|N

z_ol'ol(l—.

— CsinT[Z )
ALy ) o (7.100)

—
N

Poréwnujac pochodne obu stron w (7.100) w zerze dostajemy C' = 1. To dowodzi (7.98). [

7.6 Funkcja Gamma a iloczyny nieskoriczone

Zdefiniujmy stalty Fulera-Mascheroniego

~ = 1iMn oo (zﬂzl 1 Iogn> =1+ 357,(F +log(1 — 1)) ~ 0,577....

Twierdzenie 7.15 (Wzo6r Gaussa)

nln?

F(z)=nllrg°z(z+1)‘..(z+n)

(Wzo6r Weierstrassa)
ey = 287 n@+ Z)exp(—2).
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Uwaga Iloczyn nieskonczony wystepujacy we wzorze Weierstrassa jest zbiezny bezwzglednie.
Lemat 7.16 Dia 0 <t < n mamy

0<(@-YHn<e™  limyw(l - LN =et,

Dowod. Dla fn(t) :=e'(1 — %)” mamy fn(n) =0, fn(0) =1
fi) = —et@ - Hn—tl <o
Zatem 0 < fr(®) <1. [1
Dowé6d Twierdzenia 7.15. Mamy

Fn+1)r) _ n!
FMz+n+1) 2(z+1)---(z+n)

1
/0 (1-BF'ds =

Zatem

n — _ | z
Jo =DM = s iy

Aledla 0 <t < 0
limn o O(n — t)(1 — HN271 = e~ 1271

Na mocy Lematu 7.16 mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznoéci majoryzowalnej
(z majoranta réwna e~ 'Re?71) Zatem

; n t —lds — [ a—tyz—1
limn_ o [y (1 —H)M*Hdt = [)7 e7*~dt.

To dowodzi wzoru Gaussa dla Rez > 0.
Aby pokazaé¢ wzor Weierstrassa zauwazmy, ze

zeV? ngl(l + S)exp(—3).

n
= zlimp o eXp 2(>_k_; & — logn) kr|1(1 + Z)exp(—Z)
= limy_ oo n ™22 M (1+ ) = limy_ o, "2z,
k=1 :

L1

Wzory Gaussa lub Weierstrassa moga by¢ wykorzystane do udowodnienia rezultatow z po-
przednich rozdziatéw. Na przyklad, stosujac wzér Gaussa dostajemy

nin

z+1 n \z+1 (n+D(n +1)*
M(z+1) = lim =z lim (=27 = 21(2).
(=+1) noco(z+1)---(z+n+1) “nneo n+1 noooz(z+1)---(z+n+1) TG
Stosujac za$ wzor Weierstrassa dostajemy tatwo
1 — —1
I(2)f(1—z) ~ z[(2)[(-z)
— anl(l _ r21_2) — smT[T[Z‘
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Dowéd wzoru Gaussa o zwielokrotnianiu (7.87). Niech
m—1 k
GR)=nTI(E+-—).
k=0 m

Wtedy korzystajac ze wzoru Gaussa dostajemy

nm+m-—1
I (mz+k)
== = lim n=0
G(z) n- oo (n!)mnmz+%(m*1)mm(n+1) ’

F(m2) = limy, oo (oM™

—
(MO

Zatem
(mn)!mmz—m(n+1) n*%(mfl) mn-+m-—1
(nf)m

=1limp_ oo

(mz + k)
k=mn+1

1

mz—mn—1) n 3 (m-1) 1im— —
(mn)!m n2 :(27T)§(m 1)mmz 3

=limp_, o A

)

gdzie uzyliémy najpierw
. nm+m=1mz + k m—1
lim n =m
N0 k=nm+1 n

)

a potem skorzystaliSmy ze wzory Stirlinga. [1

7.7 Pewne calki z parametrem

Stwierdzenie 7.17 Niech f(t) bedzie holomorficzna dla 0 < argt < « ¢ ciggta na domknieciu
tego zbioru. Zatozmy, ze dla pewnego € > 0

fRI<Clzl7,  |f(R) - fO)] < Clz] .
Wtedy dla 0 < argz < «

| w0~ rem = s

Dowéd.
JRU® = 160E = (fer* orarn ) FOS

= <f[r,zr] + f[zR,R] )f(t)%
= Jir2r FOF = f(0) log(2),

gdzie na koncu r — 0, R — oco. [1

Na marginesie wspomnijmy, ze istnieje “wariant rzeczywisty” powyzszego stwierdzenia:

Stwierdzenie 7.18 Niech f(t) bedzie funkcjg mierzalng na [0, oo[ takq, ze

/1 ‘f(t)’%<oo, /0 \f(t)—f(O)\Tt<oo.
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Wtedy dla z € [0, oof -
| w0 - rem = s
Whniosek 7.19 Zachodzi wzor
logz = [;°(eTt—e 24l
Stwierdzenie 7.20 Mamy nastepujgcg reprezentacje catkowq statej Eulera-Mascheroniego:
=l (et—l tet)dt

Dowé6d. Mamy

foooﬂ ‘tdt_E, 1fo _‘dt—ZJ 1]7

fo (e~t —e~(+1) t)dt log(n + 1),

limn . co f0°°(ﬁ — et hgs =0,

Stad
y = lim <1+%+---+%—Iog(n+1)>
= limn_ e [ (A2 Te™t — (L —e ™)t le s
=J (_t—_l Ef)dt
L1

Stwierdzenie 7.21 (Wzoér Pringsheima)
1
141 1 — (o (_1 1 1)e 2"
s+zlogy =g (F—f—i)et dt

_1l¢
— [ (_1 14 1\e 2
—fo <ef—1 _f"'i) ¢ dt

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze

Dlatego powyzsza catka jest zbiezna.
1
1 _ 1)\e 2t
fo (—e t_f_ﬁ) gd
_f°°( e 7+1 _ et _ef%t>g
0 \g1_e-2t) 1-e°F t )t
= Jo

€ 7"‘1 _267%t @+f°° _e_7t+ei%t dt
0 1
1
— [® e '41 e " \dt ©o et e~ 2%\ dt
fo (2(1—e*t _T)T"'fo (_ —t ' 1 )t
1
2

2(1— 077)
t
— [°° 1 —t dt — ©o def%t—e*t dt 1 (®e 2 —e* ?—e dt
—fo —3® T__fo dt t _Efo
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7.8 Pochodna logarytmiczna funkcji Gamma

Ze wzoru Weierstrassa wynika natychmiast, ze
logM(z) = —yz—logz+ 37, (3 —log(1+ %)),
9z logM(2) = —y + X070 (i1 — wig):
02109T (2) = 00 gy

Mamy tez

loglf(1)=0, log F(%) = % logm, 0;logl(l) = —~.

Stwierdzenie 7.22

r(n+1+e)=n!(1+e(—7+zjf':1jl>+O(62), n=212...,

n!

MN—n-+e¢ = (=" (e_l — v+ Z?:l Jl> +0(), n=12....

Dowd6d. Najpierw zauwazamy, ze
1
O logF(n+1)=—y+> =, n=12...
j=17
Ale T'{2) =T ()0, log(z) i F(n + 1) = n!. To pokazuje pierwszy wzor.

Nastepnie
if
az(log r(Z) —+ = -y —+ —
z=-n j:lj

)

z+n

Ale

@n@@+m:@+mﬂ@+m@:@+mn@@@mm@+@+mﬂ)

L1

7.9 Szeregi asymptotyczne

(7.101)

(7.102)

Niech funkcja f bedzie okreslona na zbiorze K (zg,7) N {1 < arg(z — zp) < as}. Piszemy

£~ aj(z - 2),
i=0
gdy dla kazdego n istnieje Cp takie, ze

HOEDSUICEE EYeNEET i

i=0

Oczywiscie, jesli f(z) = Zj’io aj 2 dla z € K(z,7), to f(2) ~ Zj’io aj(z — 2o
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Przyklad. dla —J + e < argz <

oA
|
™

ez NZOZJ

Przyktad. dla —J +e<argz < f —ei—J+e<arg—z<l —¢
_1 >
_ZNZOZJ.
i=0

_ 1
W szczegblnoscei, wszystkie pochodne funkcji R 2 ¢ — e x2 w zerze sa réwne zero.

Przyklad — Funkcja bledu. i
Erf(z) := / e tdr.
0

Oczywiscie, lim;_ o Erf(z) = %\/7_7 Dla —% + € < argz < § — ¢ latwo pokazujemy metoda
calkowania przez czesci, ze

1 b 1-3---(2k -1
VE-EMe) = [ e (1+Z( 1)k (2(2)k ).

7.10 Pierwszy wzér Bineta

Twierdzenie 7.23 (Pierwszy wzor Bineta)

logl(z) = (z — $)logz — z + L log 27 + [;° (% + - %)e_“%; (7.103)
d,logT(z) = log = + [ (1 L. %)e‘“dt; (7.104)
021og M (z) = [° L% dt. (7.105)

Uwaga Zwr6émy uwage na to, ze powyzsze calki sg skoriczone. W szcegélnosci funkcje podcal-
kowe sg ciagte w zerze:

ime (3 + - 1)1 =
o (e — 1) = 4
lim o == = 1.
Dowo6d. Najpierw dowodzimy (7.105). Korzystajac z (7.101) dostajemy
921097 (z) =00 e
=Yoo Jo e Medt (7.106)

— [ te™ ¥
—Jo 1—e*tdt'
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To dowodzi (7.105). Nastepnie przeksztalcamy (7.106) dostajac

o (1 1) 40—t o —t
Sy (P — 4 )ttt + [ et a

— [©° 1 1 —tz 1
_f(] <$—T>te dt+f

Zatem

Ozlogl(z) =0, loglr(1) + flz 83 log I'(y)dy
=+ 7 ydy + i (1—337t - %)te_tydtdy
y=z
= _ _ [ 1 _ 1oty
y+logz — [ (1—04 t)e dt‘y:1

=logz— [y~ (1_1:4 — %)e_tzdt,

gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliSmy wzor catkowy na stala 7. To dowodzi (7.104). Nastepnie
przeksztatcamy (7.107) dostajac

log z — %fooo e~dt — fooo (1—1:*t - % - %)e_tzdt

— 11 e 1 1 1 —tz
=logz—35;— Jy (W—f—i)e dz.

(7.107)

Stad
logl(z) =logl(3)+ f%Z Ay log I (y)dy
= dlogm+ [Flogydy — 3 [T yy — [T fi7 (=t — £ = 3)eVckdy
=ilogm+z—logz—1ilogs+1—3Llogz+ilogs+ [° (%_l_l)e—wg‘

— 1 1 ©o 1 1 1 —tz dt
= (2= p)logz — z + 3 log 2m + [, (W‘f‘i)e T

gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliSmy wzor Pringsheima. To koriczy dowod (7.103). [

Wnhiosek 7.24 Niech e > 04 |argz| < § —e.
(1) Zachodzi Wzoér Stirlinga

lim, - o (log M(z) — ((z — )log z — z + L log 277)) =0,

"mz_,oo %‘— =1.

z°72e~2 21
(2) Niech
1 1 1
H=—" - _Z
0= 1=

Wtedy f jest ograniczona wraz ze wszystkimi pochodnymi dla t € [0, o0 1

F@ =" fat", Jt] < 2m.
n=1
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Mamy nastepujgce rozwinecie funkcji Gamma w szereq asymptotyczny:

loglM'(z) — ((z — %) logz — 2z + % log 27w — Z?zl(j — DI < Cl7" L

7.11 Wzé6r Plany i drugi wzoér Bineta

Twierdzenie 7.25 (Wzor Plany) Niech m < n bedq catkowite, ¢(z) funkcja analityczna, |p(2)| <
e(=)mzl g15 ¢ > 0 i m < Rez < n. Wtedy

%¢(m)+¢(m+1)+...+¢(n—1)+ %(b(n)

O271y 1
Dowé6d. Wprowadzmy kontury
ye=m ,(m+1)",....(n—1",n",n+iR,m+iR,m],
y—=[mT,(m+1",....(n -, nT,n—iR,m— iR, m)].

Korzystajac z tego, ze

¢(2) _ 1
Res momz 1|, = T2,9) k€2,
dostajemy
_ ¢(z)
0 = /y e 1%
[ ¢(m + iy) [ o(n + iy)
Roe V) Temy—g vt T_ld
+P/ = ;:[(f) dz + ¢(m)+— Z o(j) + —¢(n); (7.108)
m J =m+1
_ ¢(2)
0 - /y mdz
< ¢(m —iy) ¢(n—ly)
R_. oo IO e2ﬂy_1d_|/ 2ny_1
+P/ 62;;51)((95) dz + ¢(m)+— Z o(j) + ¢(n) (7.109)
m J m+1

(7.110)
Nastepnie dodajemy (7.108) i (7.109), korzystajac z tozsamosci

(eZT[iX _ 1)—1 + (e—ZT[iX _ 1)—1 =_1.
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Twierdzenie 7.26 (Drugi wzor Bineta)

logF(2) = (z — 1) log z — z + Llog 27 +2 [* a;ﬁigz dt, (7.111)
d;logT(z) =logz — 55 — 2 [~ %, (7.112)
9z logl(z) = %Z +1+ 4f0 WQ%Q%W_D' (7.113)

Dowéd. Aby pokazaé (7.113) stosujemy Wzér Plany do ¢(z) = (z +t) 2. Nastepnie catkujemy
dwukrotnie i dostajemy

_ 1 * arctgl
IOgr(Z)—A+BZ+(Z—§)IOQZ+2/O ﬁd
Poréwnujac z pierwszym wzorem Bineta dla z ~ 0 dostajemy A = % log2n, B=-1. [1

8 Zastosowania

8.1 Jednorodne dystrybucje i ich transformaty Fouriera

Dla A € C mozemy zdefiniowaé dystrybucje temperowane
(xiz + 0)) := lim (i + .
Wzory
:L':\_ = 2M(x), )= (—2)M(-2)
zadaja dystrybucje tylko dla RehA > —1. Mozemy je rozszerzy¢ na wszystkie A € C procz
=—-1,-2,... ktadac

A= L ( — o7 BN iz + 0)) + &5 M i + O)"),

isin 57\

A= L ( — eI iz + 0 + €3N (i + O)")

isin 5)\

A
Wygodnie jest rozwazaé ﬁ Mamy wtedy

Ty
)Y =12,
o = G n=12,
Spekliajg one zwiazki rekurencyjne:
L T
, =

r+1) ro)

A oto transformaty Fouriera:

A
—igx__ T — (i -A—1
/e I'()\+1)d$ (£ig +0) ,
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—A—1
/ e X (Fi¢ + 0)Md¢ = 21 r?— %%

Szczegoblnie symetryczne wzory na transformaty Fouriera dostaniemy wprowadzajac

@)= TG+ D27 3 2 = @073 + D273 (G + O + (- +0P),
@) =T+ 127572 [zPsgne = i(2r)~1M(~2)27 273 ((ix +0) — (—iz + 0)7‘).
Mamy nastepujace zwiazki:
o = WAL gt =
= V2N DA = am

8.2 Calki wielowymiarowe

W tym rozdziale rozwazamy d-wymiarows przestrzeri euklidesows.

Twierdzenie 8.1 Pole sfery jednostkowej d — 1-wymiarowej wynosi

Q

272

Sd—l = —F.
r®

Dowo6d. Metoda I. Obliczamy 2 sposobami catke gaussowska: we wspotrzednych kartezjanskich
/e_xi_”'_xgdgjl . dlL’d = ﬂ'%’

i we wspolrzednych sferycznych
oo 2 —
Sd_lfo e rd=ldr = %I (g).

Metoda II. We wspotrzednych sferycznych pole sfery jest rowne

T e 2T
St = / Sin®2 g1 dbg_s - - / Sin godiho / doy
0 0 0

Nastepnie stosujemy

i1 r k=1 21
/ sink_lgbkdgbk:ﬂlf), k=2,...,d—1; d¢y = 27.
0 r) 0
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Twierdzenie 8.2 Calki wystepujace w diagramach Feynmanna W przestrzeni euklideso-
wej d-wymiarowej mamy

/ (o )0ty = et r(?(;)%)’ (8.114)

/(ZE2 + 22y + m?) 0z = 72 (m? — y2)2 O r(lc_)‘(;)g)’ (8.115)
/azp(:c + 20y + m?)~0dY = Sy (m? — y?)3" r(?(;) )7 (8.116)
[ apwy(@? + 2zy +m2)~0ddy = 7Tgyuyv(mz _ y2)g—af(:(7;)%) -
— 2 Oy (m? — y2)“%1-a7”“;(§;”. S

Dowéd. Stosujemy wzoér na powierzchnie sfery i

oo d d
/ (r% + m?2) "% 0= 1dy = =1 d=2a e — 5)‘
0

M(a)
1
Twierdzenie 8.3 Niech —d < A < 0. Zdefiniujmy
1 A
A —— —S . A
T) = ——=2 2|z|".
Wtedy
— d
= @m)zy
Dowé6d. Stosujemy wspotrzedne sferyczne.

f |3:|7‘e_ixzd3: =

f0°° dr fOn d¢d_l,r.7\+d—le—ir|ﬁ| cos (pd,l,r]\-l—d—l Sind—2 ¢d—lsd—2
=r(\+a [y ((”f’ €0S g—1 + 0) A9 + (—il¢| cos pg—1 + 0)_)‘_d> sin=2 ¢g—1dpg—1 542

=T (A + d)2cos(AFIm)[¢[727 [57 cos ™7 gy sin"™> ¢g—1dpa—1 Sg—.
Nastepnie stosujemy
d—1 n . _ 1 F( —A— d+1)1—\( 1)

S - d—2 _
Sg—2 = F—’(Td;—l)j JoZ cos™A 9 gy sind2 gy 1depg—; = e S
2 2

F(A +d) = n~ 221 Ay r(Asdily

r()\-i-d-i-l)r(—)\ d+1) coS 7\+dﬂ. =,

i dostajemy

q dr()\ d)

/’w‘)\e—ixﬁdd = |e|Adra '
r(-2)
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8.3 Macierze

Niech ¢ = [cjj] bedzie macierzg. Wyznacza ona forme kwadratows zdefiniowana dla x = [zj] € Rd
jako

d
TCx = Z TiCijTj.
ij=1

Kazda macierz przez zamiane wspoétrzednych yj = Z?:l ajjrj mozna sprowadzi¢ do postaci
diagonalne;j:

d
rex = Z Xi(i)?.
i—1

Liczba dodatnich i ujemnych Aj nie zalezy od wyboru przeksztalcenia i definiuje sygnature ma-
cierzy (di,d-). Oczywiscie, d > dy + d—. Indeks macierzy c definiujemy jako indc :=d, — d—.

Moéwimy, ze macierz ¢ jest niezdegenerowana, gdy dla kazdego z € RY, z # 0, istnieje y € RY
taki, ze

d
ycr = Z yicijrj # 0.

ij—1

Réwnowazny warunek: di +d— =d.
Zakladamy, ze w RY wprowadzony jest kanoniczny iloczyn skalarny z -y := 2?21 ziyi- Ma-
cierz mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej odwzorowaniem ortogonalnym. Ciag Aq, ..., Ag

z dokltadnoécia do permutacji nie zalezy od wyboru diagonalizujacego odwzorowania ortogonal-
nego. Wyznacznik macierzy nie zmienia sie po zastosowaniu transformacji ortogonalnej. Dlatego

d
det[cij] = [ ] Ai-
i=1
Moéwimy, ze macierz ¢ jest dodatnio okreslona, jesli dla z € RY, & # 0,
xex > 0.

Réwnowazny warunek: d = d.

8.4 Wielowymiarowe catki Gaussa i Fresnela

Niech macierz ¢ bedzie dodatnio okreslona. Wtedy
/d:p exp(—xcx) = Fg(det c)_%. (8.118)

Zamieniamy bowiem wspotrzedne odwzorowaniem ortogonalnym diagonalizujac macierz c. Mamy
wtedy dz = dzq -+ - dxg = dyp - - - dyg = dy i (8.118) jest rowne

d d
/dyexp (—Z)\i(yi)2> = H/e_)\i(yi)Qdyi = H \/)\E
i i=1 i=1 !
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Jesli ¢ jest macierza niezdegenerowang, to

/ dz; - - - dzg exp(izea) = 792119 det |72 (8.119)
IX|<R
8.5 Metoda Laplace’a (punktu siodlowego)
Dla duzych X rozwazamy calke typu

I(\) = / b f(2)er®Xdz.

Zakladamy, ze f, ¢ rozszerzaja sie do funkcji analitycznych na Q, otoczeniu [a,b] w C, i ze
znajdziemy droge v C Q, ktora taczy a z b przechodzac przez punkt zy, w ktorym ¢'{z) = 0.
Zaktadamy tez, ze w 2o funkcja Re¢ obcieta do v ma maksimum i ¢*{0) # 0. W otoczeniu zg
mamy

1
6(2) = d(z0) + 56 0)(= — 20)°. (8.120)
Wprowadzmy wspotrzedne (¢, s) € R? tak, by
z =z + (t +is)e'¥,

gdzie M z)e?¥ < 0. Zakladamy, ze |¢| < L. Wtedy (8.120) mozna przepisaé jako

5) ~ 0z0) + 50Re0)e™ (17 — 52 + 2its)

Zatem poziomice Re¢ wokol zp przypominaja poziomice wokot przeteczy (punktu siodtowego).
Najwiekszy wktad do catka po krzywej ~ pochodzi z otoczenia punktu zg, gdzie v mozna
zastapi¢ czescig prostej R 3 t +— 2 + e¥¢. Dostajemy

I\ = / f(z)er@d,
Y

Q

/ F(20)eMP20)+3 9" (20)e W gith gy

Z0 2m i
= f(z0)e™ ), / v o el¥
Ao(zo) | 2T

f(Z(])e ¢ _)\(b[[qzo) .

Twierdzenie 8.4 Przy zatozeniach opisanych powyzej, mamy
. (A
lim )

A f(ZO)e)\(p(ZO) \/ —)\([?};[(ZQ)

Mozna to sformulowaé Scislej.

=1. (8.121)
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Dowod. Bez zmniejszenia ogolnosci, mozna zatozyé¢, ze ¢™z) = —1, ¢(20) = 01 29 = 0. Droge
~ mozna zdeformowaé tak, zeby w otoczeniu zy = 0 zawierala odcinek [—e, €] dla pewnego e > 0.
Reszte drogi, czyli v\[—¢, €], nazywamy v~ Mozemy wtedy napisa¢

Nastepnie,

/ f(2)er®Xdyg

) = / @) M dg + 1),
%) = (@),
W = [ e

Io(\) + II(A) + I (\) + I3()),

n = [ e,
NG

L = [ (@ - o) e,

B = [ s o0,

Szacujemy po kolei. Znajdziemy ¢ > 0 takie, ze Re¢(x) < —c na v~ Dlatego

It < ce™«.

Calke Iy()) juz policzyliSmy wczesniej i wynosi ona f(0) 2% Szacujemy kolejne wyrazy:

LV <
<
(V)| <
<
FETQY
<

Zatem

co implikuje (8.121). [

2£(0) [ e 2¥da
26O [® 2 ypgy < ZO [T gy = 2O
e Ae  Jo e
C | ze72%dx
0
C [ _ae C [ . C
— dxr < — dt = —
A e 27 \xdz /\/0 e e
O | 2Pe2¢da
0
¢ e 22X \23dz < g/ e ltdt = 20
A Jo A Jo

2

10 = 1O/ 5+ 0™,
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8.6 Asymptotyka funkcji Gamma w nieskoriczonos$ci metoda punktu siodlo-
wego.

Twierdzenie 8.5 Niech € > 0. Dia |argz| < § — e mamy

T(z+1
lim ~E*FD (8.122)
Z 00 /27'('2 =

Dow6d. Mamy
r@+n:/)&©m
0

gdzie
o(t) = —t + zlogt.

Obliczamy:
z z
o) = —1+2,  Fo) =~

Zatem ¢(t) ma jedno i tyko jeden punkt stacjonarny: dla tg = z. Mamy

1
P(to) = —z+ zlogz, IF¢(to) = -~

Mozna zmieni¢ kontur catkowania tak, by przechodzil przez z, na przyktad catkowac po potprostej

[0, zoo[:
r@+n:/) e?®dg.
0,200

Funkcje ¢(t) przyblizamy przez jej rozwiniecie w okolicy tg

31) ~ 6lt0) + 26110}t — 10"

To prowadzi do przyblizenia dla funkcji Gamma:
F@+D~/i £0(t0)+ 50" (to) (t=t0)2 g
10,200

Kontur, po ktérym catkujemy przedtuzamy do catej prostej z] — oo, oo[. Dla duzych z w sektorze
largz| < % — e te modyfikacje nie wpltyng zbytnio na wartosé catki. Oczekujemy wiec, ze I'(2)
zachowuje sie asymptotycznie jak

ot [ elatatoienrgy = 7 o

Pokazmy teraz to w Scisty sposéb. Niech Rez > 0. Wtedy
F(z+1) = [ o€ Pdt = [ig,00p8 H2d

= g z+zlogz f[o e—Z(%—l—log%)dt

,200]
— a 1 oo o—z(s—log(1
=@ 2,2+ f_le z(s—log( +S))d$,
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gdzie dokonaliSmy zamiany zmiennych

Zauwazmy, ze funkcja
]—1,0[>s+— s—log(l+s)

maleje na ] — 1,0] od oo do 0, w O zachowuje sie jak % i na [0, oo[ roénie do co. Zatem funkcja

R 3 s u(s) = /2(s — log(1 + s))

(w ktorej bierzemy ujemny pierwiastek dla s < 0 i dodatni pierwiastek dla s > 0) jest gtadka.
Mamy

. u(s) du(s) _ s
M= =Y & ~wea+y
oraz d 1 +
f = g =S o =1

Mamy zatem
I = j‘j‘l’ g~ z(s—log(1+s)) 5

= [ e75Y f(u)du.

Ioz/ e_%uzduzwz—ﬂ.
oo 2z

boaf = Lo

Niech

Wtedy

21

< CVz [ e W uldu = O ok

z

To koriczy dowod (8.122) [

8.7 Asymptotyka funkcji Beta w nieskoiiczonosci metoda punktu siodlowego

Asymptotyke dla B(u,v) mozna dosta¢ z asymptotyki funkcji '(z). My jednak pokazemy ja
bezposrednio z metody punktu siodtowego.

Twierdzenie 8.6 Niech e > 0. Dia |argu| < § — ¢, |argu| < § — €, mamy

. Blu+1l,v+1
u UTOO (u uu+17/12)\,v+1/)2 =1 (8.123)
Y Ve (e
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Dow6d. Mamy
1
Bu+1,0+1)= / e¥® gy,

0
gdzie
() ;= wulogt+wvlog(l — 7).
Obliczamy:
u v u v
oY(t) = — — RP(t) = -5 — —.
trlzz)() ¢ 1_t7 t”l]Z)() t2 (1—t)2
Zatem t(t) ma jedyny punkt stacjonarny: dla to = gy i
(u+0)?

oty = utog () +oton (5 ) 2Bua) = -

Jesli Reu > 0 i Rev > 0, to Reyp(t) — —oo, gdy t zbliza sie do 0 badz 1. tatwo wiec
uzasadnié, ze deformujac kontur [0,1] mozemy dostaé krzywa v zaczynajaca sie w 0, kornczaca
sie w 1 i przechodzaca przez tg tak, ze Rey(t) osiaga wzdtuz tej krzywej maksimum w tg. Mamy

Blu+1,0+1)= /e‘“(t)dt.
Y

Mozna oczekiwaé, ze przyczynek wokot tg w tej calce bedzie dominowaé. Zatem

B(u+1,0+1)~ /e”’(to”%”’”(to’(t_to)zdt.
Y

Nastepnie zastepujemy krzywa  przez prosta nachylona pod odpowiednim katem «, czyli:

Bu+1,0+1) ~e¥ [  gz0i¥(to)tqy

e9]—o0,00]

= (9)" (o) () = gz
UtV u+v (utv)3 (Utv)utvEssz e

L1

8.8 Wielowymiarowa wersja metody Laplace’a (bez przedluzenia analitycz-
nego)

Dla duzych X rozwazamy calke typu
I0) = [ f@)eds,
©

gdzie © jest podzbiorem w RY. Zakladamy, ze ¢ posiada globalne maksimum w © w punkcie
7 nalezacym do wnetrza © i ze jest rozniczkowalne dwa razy w Z. Mamy wtedy Vo(Z) = 0.
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Zakladamy tez, ze Hessjan (druga pochodna) ¢ w T, oznaczany przez V2¢(Z), jest ujemnie
okreslony. Wtedy

I(A)

Q

d
/Rd f@exp [ Xp(@) +% Z ViVjo(@)(xi — Ti)(zj — Zj) | dz

ij=1

1
2

— f(§:‘)e7“"(>~‘) <277T> : (det(—V%(f)))

8.9 Metoda fazy stacjonarnej

Zakladamy teraz, ze f i ¢ sa dostatecznie gladkie. Dla duzych A, rozwazamy catke typu
10) = [ f@)e™da,
(S

gdzie O jest podzbiorem w RY. Zakladamy, ze ¢ posiada globalne maksimum w © w punkcie ¥
nalezacym do wnetrza ©. Mamy wtedy Vo(Z) = 0. Zaktadamy tez, ze Hessjan ¢ w T, oznaczany
przez V2¢(T), jest niezdegenerowany. Wtedy

()

&

. d
|, s@exp (iwﬁc‘) 03 Vi@ - ) - fj)) da

ij=1

d
= f(@)etin AR <ZTW> [det Vio@)| 2

8.10 Rownanie dyfuzji i Schrodingera

Swobodne réwnanie Schrodingera:

. d 1
|&¢t(x) = —%Awt(w)-
Rownanie dyfuzji (ciepta):
d
&ft(x) = kA fi(z).

Wprowadzmy operator pedu
pi = _ivxi-

Wtedy —A = p?. Mozna uogolni¢ réwnanie Schrédingera do dyspersyjnego rownania Schrodin-
gera, gzie w jest dowolng funkcja pedu:

.d
i0(@) = wE)(@).

Formalne rozwigzanie:

Pr = 0Py
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Transformacja Fouriera w konwencji “unitarne;j”:

() = @)~ / P(a)e"ed,

O(a) = (27)"8 / D(eyeede.

Transformacja Fouriera diagonalizuje ped:

PU(E) = € (E).

Ogolniej ~
w(®y =81 ().

Dlatego d
- 9(©) = w(©h(©).

Pr(€) = e 0@ (¢).

W reprezentacji potozeniowej
@ = [ Ut~ iy,
gdzie “propagator” jest rowny
U(z) = (27) ¢ / e @)+ g e
W przypadku dyfuzji dostajemy
A = [mete R fwas

Zauwazmy, ze

(1) [ fr(@)dz = [ fo(x)dz;
(2) fo > 0 implikuje f; > 0;

3) [Iftl*(x)dz = [|fo*(x)dx.

Dla swobodnego réwnania Schrodingera z m = 1 mamy
—d i(x=y)?
Ye(x) = [ @mti)"ze 2t yo(y)dy.

Mamy [ [¢¢/*(2z)dz = [ [¢o[*(z)de.
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8.11 Transformacja Legendre’a

Niech Q bedzie otwartym zbiorem w RY a
Q3¢ wl@) eR (8.124)

niech bedzie funkcja wypukla klasy C2. Sciglej rzecz biorac, zaktadamy, ze dla roznych &, & € Q,
G F &, 0<7 <],
Tw(é) + (1 — 1w(§2) > w (& + (1 —7)82).

Wtedy
Q3¢ v() = Vw(l) € R (8.125)

jest funkcjg roznowartosciowa. Niech Q bedzie obrazem (8.125). Mozna zdefiniowaé¢ funkcje
Q30— E(w) € Q
odwrotna do (8.124). Transformacje Legendre’a definiujemy jako
@(v) = v§(v) — w((v)).
Twierdzenie 8.7 (1) V&(v) = &(v).
(2) V25(v) = Vyé(w) = <V%w(£(v))>_l. Zatem @ jest wypukta.
(3) (&) = w(©).

Dowod. (1)

Vvw(v) = §(v) + vVy€(v) — Vew(€(v)) Vv (v) = £(v).
(2)

V25(0) = Vi) = Veu(E(@)) ™" = (VRw(E()))
3) -
@(&) = &u(&§) — v(©)s(w(€)) + w(¢(v(§))) = w(v).

—1
Przyktady.

(1) Q=RY, w(¢) = (€~ a)ym (€ —a) + v, Q=RI o) = %gmg +al —v.

2) Q=RY w(@©) =/ +m?2, Q={veR?: jv| <1}, H() = —mvV1— 2
(3) Q=R, w(€) =€, Q=]0,00[, &(v) = vlogv — v.
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8.12 Dyspersyjne ré6wnanie Schrodingera z parametrem [ ]

WprowadZzmy maty parametr [_Vmienmy definicje pedu i energii:
pi=—iM,, E=ild

Dyspersyjne réwnanie Schrodingera w postaci zawierajgcej []

() = W), (5.126)
Ma ono rozwigzanie: '
Yr=e gy,

Aby je rozwiazaé¢ wygodnie jest zastosowaé semiklasyczng wersje transformacji Fouriera:

ix&

o) = @roTt / P(a)e S de,
W) = (DTS / D(e)eF de.
Ma ona wtasnosci

/ () Pdr = / (€ e,
w®E—=T ()0 ().

Propagator wynosi
—itw(§)+i(x—y)E
h

Ur(z) = (27 D3¢ / e de.

8.13 Granica semiklasyczna dyspersyjnej ewolucji

Zatozmy, ze it(x) ewoluuje zgodnie z réwnaniem (8.126). Chcemy wyznaczy¢ propagacje dla
matych wartosci W zaleznosci od g
Niech v(£) i W(x) beda zdefiniowane jak w podrozdziale 8.11. Wtedy

bi(z) ~ exp <i%indV§v(£(:p/t)>
™8 det [Vio(eCo /0 oxp ({5(a/)) o (/). (5220

Czyli paczka falowa o pedzie £ podrézuje z predkoscig v(€) = Vw(§) zwana “predkoscia grupows”.
Zauwazmy przy tym, ze norma L? prawej strony (8.127) nie zalezy od czasu.
Aby otrzymad (8.127) zapisujemy ¢i(z) w postaci

ipe(z,§)
L]

@) = @ro? [ exp( )zZo(f)df,
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gdzie
Pz, §) = —tw(§) + <.

Stosujemy metode fazy stacjonarnej
Ved(w. &) = —tVew(a) + .

Zatem
z/t = Vew(§) = v(§),
¢ (z,8(z /1)) = 2&(x/t) — tw (E(x/1)) = to(z/1).
Poza tym
Vip(z, &) = —tVw(&) = —tVeo(S).

Metoda fazy stacjonarnej prowadzi do
Uea) ~ @rOT@rOd exp (i7indVeu((a/1)
™2 det [Vi(eCo/lF xp (13(a/1)) o 6o/,
2 ktorego wynika wzor (8.127).

8.14 Roéwnanie Kleina-Gordona/falowe

Ponizsze réwnanie dla m # 0 nazywa sie rownaniem Kleina-Gordona a dla m = 0 réwnaniem
falowym:

OFY(t, ) = (A — mA(t, x). (8.128)

Twierdzenie 8.8 Znajgc ¥(t,-) i Op(t,) dla t = 0 mozemy otrzymaé rozwigzanie réwnania
(8.128) w dowolnej chwili ze wzoru

P(t) = =0 G()v(0) + G (0),

gdzie funkcja Greena G(t) jest zadana przez
— i 2\—1 it\/T—i-m?
Gt) = —E(—A+ m°)” 2e
i 2\—1 —it\/T—i-mQ
+§(—A +m~) 2e .
Dowo6d. (8.128) mozna przepisa¢ w formie
(iat —Voa+ m2) (iat +vV D+ m2) ¥ =0.

Dzielimy 1 na cze$é o dodatniej i ujemnej czestotliwosci: ¢ = ¥4 + ¢—, gdzie

(iat vV -A+ m2> Vs = 0.
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Mamy

Dlatego

Stosujac

dostajemy

¥(t)

Yy = % <1 Fi(—A+ mz)_%at) Y.

Y (t) = e AT, (0),

R A— N
el —A+m w+(0) + et —A+m ¢_(0)

1 it =xgme , it =T
5 (e +e )(0)

i 1 -‘/ﬁ G A+m?2
+§ <_(A+m2)_§elt TATMT 4 (A + m?)TzeTit TAMM >5t¢(0)-
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