
Twierdzenie 1 Nast¦puj¡ce wªasno±ci ci¡gów s¡ równowa»ne:

1. Ka»dy ci¡g monotoniczny i ograniczony jest zbie»ny.

2. Ka»dy ci¡g Cauchy jest zbie»ny.

3. Ka»dy ci¡g ograniczony posiada podci¡g zbie»ny. (Bolzano�Weierstrass)

Zamiast caªego dowodu wyka»emy tutaj tylko wynikanie 2 ⇒ 3. Niech
(an) b¦dzie ci¡giem ograniczonym, czyli | an |< M dla pewnego M. Ma-
my wybra¢ podci¡g (ank

) zbie»ny. Metoda wyboru jest nast¦puj¡ca: dzielimy
przedziaª [−M, M ] na poªowy. Co najmniej w jednej z nich jest niesko«cze-
nie wiele wyrazów ci¡gu. Niech an1 b¦dzie którymkolwiek z an nale»¡cych do
tej poªowy. Wybran¡ poªow¦ dzielimy znowu na poªowy i stwierdzamy, »e w
co najmniej jednej z nich jest niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu. Jako an2

wybieramy którykolwiek z wyrazów ci¡gu nale»¡cy do tej poªowy (a wªa±ci-
wie ¢wiartki), z tym tylko warunkiem, »eby jego numer n2 byª wi¦kszy od n1

(dlaczego). Poniewa» wyrazów an w wybranej cz¦±ci byªo niesko«czenie wiele,
zawsze takie an2 mo»na znale¹¢. Dalsze wyrazy podci¡gu wybieramy w ana-
logiczny sposób. Zauwa»my, »e po wykonaniu N kroków wszystkie nast¦pne
wyrazy podci¡gu b¦dziemy wybierali z odcinka o dªugo±ci M/2N . Wobec tego
wyrazy wybranego podci¡gu speªniaj¡ warunek: je»eli k, l > N, to

| ank
− anl

|< M

2N
.

Poniewa» dla ka»dego ε > 0 mo»na znale¹¢ takie N, »e M/2N < ε (ci¡g
M/2N → 0), wnioskujemy, »e (ank

) jest ci¡giem Cauchy, a zaªo»yli±my, »e
takie ci¡gi s¡ zbie»ne.
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