Twierdzenie 1 Nastepujgce wtasnosci ciggow sq rownowazne:
1. Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
2. Kazdy cigg Cauchy jest zbiezny.

3. Kazdy cigg ograniczony posiada podcigg zbiezny. (Bolzano—Weierstrass)

Zamiast calego dowodu wykazemy tutaj tylko wynikanie 2 = 3. Niech
(a,) bedzie ciggiem ograniczonym, czyli | a, |< M dla pewnego M. Ma-
my wybra¢ podciag (ay, ) zbiezny. Metoda wyboru jest nastepujaca: dzielimy
przedzial [— M, M] na polowy. Co najmniej w jednej z nich jest nieskoncze-
nie wiele wyrazow ciagu. Niech a,, bedzie ktorymkolwiek z a,, nalezacych do
tej potowy. Wybrang polowe dzielimy znowu na potowy i stwierdzamy, ze w
co najmniej jednej z nich jest nieskonczenie wiele wyrazow ciagu. Jako a,,
wybieramy ktorykolwiek z wyrazow ciagu nalezacy do tej polowy (a wlasci-
wie ¢wiartki), z tym tylko warunkiem, zeby jego numer ny byl wiekszy od ny
(dlaczego). Poniewaz wyrazow a,, w wybranej czesci byto nieskoriczenie wiele,
zawsze takie a,, mozna znalez¢. Dalsze wyrazy podciagu wybieramy w ana-
logiczny sposob. Zauwazmy, ze po wykonaniu N krokéw wszystkie nastepne
wyrazy podciagu bedziemy wybierali z odcinka o dtugosci M /2. Wobec tego
wyrazy wybranego podciagu spetniaja warunek: jezeli k,l > N, to

| 4, — an, |< oN
Poniewaz dla kazdego € > 0 mozna znalez¢ takie N, ze M /2 < ¢ (ciag

M/2N — 0), wnioskujemy, Ze (a,,) jest ciagiem Cauchy, a zalozylismy, ze
takie ciagi s zbiezne.



