ANALIZA 11

Rozwigzanie zadania 6b z zestawu na 12-16 kwietnia
Niech T : R — R? ma postaé:

5” (310 ) 3z 4y
y 435 Z "\ dr+3y+52 )

z

Woéwezas norma pitagorejska ||7']|2 dana jest wzorem

ITlls = sup /(3x+y)? + (4o + 3y + 52)2.
[[(z,y,2)||2=1

Zamiast szuka¢ ekstremow pierwiastka poszukamy ekstremow funkcji podpierwiastkowej
— rachunki beda duzo tatwiejsze. Mamy wiec badacé

f(z,y,2) = 3z +y)* + (4o + 3y + 52)*

na sferze jednostkowej {(z,y, z) : 2?2 + y* + 2% = 1}. Dla celéw rachunkowych zapiszmy
funkcje w postaci rozwinietej:

f(x,y,2) = 922 + 6zy + y° + 1622 + 9y° + 2522 + 24zy + 30yz + 40xz =
252% 4 10y* 4 2522 + 302y + 30yz + 40wz = 5(52% + 2y* + 52 + 6wy + 6yz + 8xz)

Kolejny raz upraszczamy rachunki przyjmujac za podstawowa funkcje f = f /5. Korzy-
stamy z metody mnoznikow Lagrange’a. Do rézniczkowania mamy funkcje:

F(z,y,2) = 52% + 2y° + 52° 4+ 6xy + 6yz + 8z — A2 + ¢ + 2° — 1)
Szukamy F'(z,y, z) liczac pochodne czastkowe po z, y, z:

or
F 6x+ (4 —2\)y+6
= 6x — z
By Y )
or
— =8x+6 10 — 2)).
e x + 6y + ( )
Warunek F’(x,y, z) = 0 ma wiec wygodna algebraiczng postaé
(10 — 2)) 6 8 x
6 (4—2)) 6 y | =0
8 6 (10 — 2)) z

Jest to réwnanie liniowe jednorodne. Réwnanie to ma niezerowe rozwiazanie jedynie w
sytuacji, gdy wyznacznik macierzy tego réwnania jest rowny zero. Rozwiazanie zerowe nie
spetnia rownania powierzchni. Mamy wigc nastepujacy warunek na wartos¢ mnoznika \:

(10 — 2)) 6 8 G-\ 3 4
det 6 (4—2)) 6 = 23 det 3 (2-)2) 3 =
8 6 (10 — 2)) 4 3 (5-X)
=N 41222 — 11 = A\ =122+ 1) = XA = 11)(A = 1)

Wartosci mnoznika Lagrange’a, dla ktorych moga istnie¢ punkty krytyczne to 0, 11 11.
Dla A = 0 wspoétrzedne punktu krytycznego musza speliaé warunek

T 5 3 4
y | €ker| 3 2 3
z 4 3 5
1



2

Stosujac metody znane z algebry stwierdzamy, ze

x 1
y | musi by¢ proporcjonalny do | —3
z 1
Wstawiajac warunek = a, y = —3a, z = a do rownania sfery dostajemy
1

1 =a®+9a* + a* = 11a?, a=+——.
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ZmnalezliSmy dwa pierwsze punkty krytyczne
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Podobne rachunki robimy dla A = 1:

)

T 4 3 4
y | €ker| 3 1 3 [,
z 4 3 4
x 1
y | musi by¢ proporcjonalny do 0
z -1
Wstawiajac warunek z = a, y = 0, 2 = —a do réwnania sfery dostajemy

1 =a*+a® = 2d°, a==+

Nl

Znalezlismy dwa kolejne punkty krytyczne
1 1 -1 1

wwe Pt

Jeszceze raz to samo dla A = 11:

By =( ).

x -6 3 4

y | €ker| 3 -9 3 ,

z 4 3 -6
x 3
y | musi by¢ proporcjonalny do | 2
z 3

Wstawiajac warunek x = 3a, y = 2a, z = 3a do réwnania sfery dostajemy

1
V22

1 = 9a® + 4a® 4 9a* = 224, a==

Zmnalezlismy dwa kolejne punkty krytyczne

3 2 3 -3 -2 =3
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Funkcja f ma na sferze 6 punktéw krytycznych:
1 -3 1

=0 vk A0
31:<\}§,o,_\}§), A=1
BFQ%,O,;?), A1
clz<j;_2,¢22_2,j;_2), A= 11
02:(_3 —2 _3), A=11.

V22 V22" V22

Poniewaz sfera dwuwymiarowa jest zbiorem zwartym, aby znalez¢ maksimum f na sferze
wystarczy policzy¢ wartosé¢ f w punktach krytycznych i wybra¢ najwiekszg. Zastanowiw-
szy sie dobrze zauwazymy bez rachunkow, ze wartosci f w punktach A;, B;, C; sa réwne
odpowiednim wartosciom mnoznika A. Najwieksza warto$¢ zatem to 11. Pamietajac, ze
maksimum funkcji f w stosunku do normy 7' rézni sie o czynnik 5 i pierwiastek otrzymu-

jemy
|72 = V5 - 11 = /55,

Na tym mozna by zakonczy¢ rozwiazanie tego zadania. W celach dydaktycznych prze-
prowadzmy jednak badanie jednego z punktow krytycznych. Wybierzmy B; dla A = 1.
Druga pochodna F' ma postac:

(10 — 2)) 6 8 (5—=2X) 3 4
F'(z,y,2) = 6 (4—2)\) 6 =2 3 (2—-X) 3
8 6 (10 — 2)) 4 3 (5—=2X)
Wstawiajac wartosé A = 1 i pomijajac dodatni czynnik 2, otrzymujemy forme kwadra-
towa (dwuliniowa symetryczna) ktorej wlasnosci decyduja o typie punktu krytycznego.
Oznaczmy te forme (dwuliniowa symetryczna) przez ). Jej macierz w bazie kanonicznej
ma postac:
4 3 4
Q=313
4 3 4
Pamietamy jednak, ze okreslonos¢ formy kwadratowej F”(B;) badamy jedynie !!! w kie-
runkach stycznych do powierzchni !!! w punkcie B;. Szukamy wiec wektorow v stycznych
do sfery w punkcie B;. Wektory te musza spelia¢ warunek

G/(BI>U = 07
gdzie G(z,y, z) = 0 zadaje sfere jednostkowa. Mamy wiec:
G'(w,y,2) = [22,29,22],  G'(B1) = [V2,0,-V?2)
1 0
ker G'(B;) = <vl =10 |,uu=]1 >
1 0

Forma () obcigta do ker G'(B;) ma macierz

(Govw Q) _ (16

N O

6
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Odpowiednie wyznaczniki majg warto$¢ D; = 16, Dy = —4. Forma () obcieta do prze-
strzeni stycznej do sfery w punkcie B; ma wiec sygnature (4, —). Punkt B; jest punktem
siodtowym.



