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Rozwiazania

Zadanie 1. Niech F; D F;, D F3 D --- bedzie zstepujacym ciagiem niepustych zbioréw
zwartych zawartych w przestrzeni metrycznej (X, d). Udowodnié, ze

N F, 0.
n=1

Mieli Panstwo spore trudnosci z rozwiazaniem tego zadania. Wynikaly one miedzy innymi
z nieznajomosci definicji zbioru zwartego. Pojawilty sie jednak dwa poprawne rozwigzania.
Zamieszczam oba: (1) Rozwiazanie pana Arkadiusza Piwowarskiego: Zbiory F; sa niepuste
zatem mozna wybraé ciag (z;) elementéw z przestrzeni X tak, aby x; € F;. Ze wzgledu na
wlasnosé Fi, 1 C F; wszystkie wyrazy ciagu (x;) naleza do Fy. Zbior F} jest zwarty, zatem z
ciagu (z;) mozna wybra¢ podcigg zbiezny (z;;) do elementu x, € Fy. Pokazemy, ze x, jest
nie tylko elementem F}, ale takze wszystkich F;. Ustalmy dowolnie n € N. Wtedy istnieje
taka liczba naturalna k, ze i, > n. Wszystkie wyrazy podciagu z;; dla j > k sa elementami
F,. Zbior F, jest domkniety, zatem granica podciggu () jest takze elementem F),. Z
dowolnosci n wynika, ze xy € Nyeny Fn-00 (2) Rozwiazanie pana Huberta Krakowiaka:
Zbioér zwarty charakteryzowa¢ mozna takze w jezyku pokry¢ otwartych. Zbior nazywamy
zwarty, jesli kazde otwarte pokrycie tego zbioru zawiera podpokrycie skonczone. Zbior
zwarty jest takze zbiorem domknietym, zatem kazdy ze zbioréw O; = X \ F; jest zbiorem
otwartym. Zauwazmy, ze
UO.=X\E =X\ ﬂFn
neN neN neN

Gdyby wiec (ad absurdum) przeciecie wszystkich zbioréw F,, bylo puste, to zbiory O;
stanowilyby pokrycie otwarte przestrzeni X i w szczegdlnosci takze zbioru Fi, ktory jest tej
przestrzeni podzbiorem. F} jest zbiorem zwartym, zatem z pokrycia (O;);eny mozna wybraé
podpokrycie skoniczone. Oznaczmy indeksy elementéw podpokrycia symbolami iy, io, . . . i
i zatézmy dla wygody, ze zostaly one uporzadkowane rosnaco, tzn i; < is < ... < ig.
Otrzymujemy relacje

FLCO,U0,U---U0;, =(X\F,)UX\F,U---UX\E,)=X\(F,Nn---NE,)
Ze wzgledu na to, ze ciag F), jest zstepujacy, mamy réwnos¢ F;, N--- N F;, = F;, zatem
FiC X\ F,,

jednak Fj, jest podzbiorem F}, ostatnia relacja jest wiec fatszywa.l]

Zadanie 2. Znalez¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji:
1 z+1
fiRE S (z,y,2)— 2 +dy+-+"— R
z xy
Zadanie 3. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkceji
g(z,y) = (z +y)e )
na zbiorze D = {(z,y) e R: x>0, y >0, v +y < 1}.

Zadanie 4. Niech f bedzie funkcja klasy C? okreslong na zbiorze R%r. Zapisa¢ wyrazenie

Rf LI
2 .2

we wspoOtrzednych u = \/xy, v = £.

xT

Zadanie 5. Znalez¢ wszystkie funkcje ¢ okre$lone na {(z,y) : y > 0} i takie, ze

O _ v Op _ @
or a2 +y?’ oy a2+ y?




