Analiza 1
zadania treningowe

Szanowni Panstwo, ponizej znajda Panstwo zadania treningowe. Jest ich do$¢ duzo, zwtaszcza
topologicznych, gdyz te trudniej znalez¢ w zbiorach zadan. Nie trzeba rozwiazywac wszystkich.
Prosze je potraktowaé jako pretekst do przypomnienia sobie definicji i sposobéw dowodzenia,
ktore pojawiaty sie na wyktadzie i ¢wiczeniach. Koniecznie prosze rozwigza¢ zadanie z granicami
ciagow.

Zadanie 1. Na plaszczyznie R? wyposazonej w odlegtoéé euklidesows d:

d((1,3), (22, 92)) = /(21 — 22)? + (1 — )2

dla dowolnego podzbioru A C R? i € > 0 oznaczamy przez A, zbi6r

{reX:Jae A:d(x,a) <e}

Rozwazmy nastepujace implikacje:
(D) A domkniety = A. domkniety;
(O) A otwarty = A. otwarty;

(Z) A zwarty = A. zwarty;

(S) A spéjny = A, spojny.

Udowodni¢, ze implikacje te sg prawdziwe. Uwaga: nie jest to prawda w kazdej przestrzeni
wyposazonej w odlegtos¢ i topologie zwigzang z tg odlegtoscig! Implikacje dotyczace zwarto-
Sci i spojnosci prosze potraktowaé jako uzupetliajace, gdyz pojeé¢ tych nie omawialiSmy na
¢wiczeniach - pojawity sie tylko na wyktadzie.

Zadanie 2. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng i niech A oznacza podzbiér X. Dowiesé,
ze:

(a) FrA= A\ IntA = (A\ IntA) U (A\ A);

(b) A= AUFr4;

(c) IntA = A\ FrA;

(d) X =IntAUFrAU Int(X \ A);

(e) A jest domkniety wtedy i tylko wtedy gdy FrA C A;

(f) A jest otwarty wtedy i tylko wtedy gdy A NFrA = .

Zadanie 3. Niech (z,,) bedzie ciagiem w liczbowym. Rozwazmy nastepujace warunki:
(C)Ve>0:IN eN:Vm,n> N :d(xy,,x,) <e (Cauchy);
(C1)Ve>0:3IN e N:Vn > N :d(z,, zn) < &;
(Co)Ve>0:INeN:Jr e X :Vn> N :d(zx,,z) <e;
(C5)Ve>0:IN eN:Vn> N :d(z,,Tn1) <.

Wykazaé, ze (Ch) < (C) < (Cy), (C) = (C5). Znalezé przyklad pokazujacy, ze (C3) =
(C) nie zachodzi.
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Zadanie 4. Dowies¢, ze jesli ciag liczbowy (z,) spelnia warunek 3 C' > 0 : Vn € N :
S d(zg, xre1) < C, to jest ciagiem Cauchy’ego. Podaé przyktad liczbowego ciggu Cauchy’ego
nie spetniajacego powyzszego warunku.

Zadanie 5. Obliczy¢ granice
(a) lim (\/n—i- Vn — \/n— \/ﬁ),
(b) lim /532 4 4.3n +3;

3n _ 9n
(c¢) lim ;

1 2
d) li — ;
L B B

Zadanie 6. Zbada¢ injektywnosc¢ i surjektywnos¢ odwzorowania:
(a) f:RZN{(0,0)} > (z,y) — =1z €R;

z2+y

42
(b) g:R>t— ({5 13) €R”

Wskazowka do (b): Jak wygladaja wzory na sin a, cos a w zaleznosci od tg 57



