Rozwiazanie zadania 7

Zadania na ¢wiczenia pisatam, niestety, pospiesznie przed wyjazdem na narty, na skutek
czego sa one napisane niestarannie (za co przepraszam). Definicja zbioru A. powinna
wyglada¢ nastepujaco:
{IERQI 3a€A:d(x,a)<5}.

Zacznijmy od implikacji (O): Skorzystamy z nastepujacej definicji zbioru otwartego w
przestrzeni metrycznej: Zbior O jest otwarty jesli dla kazdego punktu x € O istnieje
dodatnia liczba v taka, ze K(x,r) C O. Jesli z € A, jest taki, ze istnieje dla niego punkt
a € A spelniajacy warunek d(z,a) < ¢ wtedy wiadomo, ze

K (x, W) C A,

gdyz odlegtos¢ od a do najdalej potozonego punktu kuli jest
€ - d(a’x) _ € + d(a,x)
9 = 9 <e

d(z,a) +

gdyz d(z,a) < e.

Ewentualne problemy pojawiaja sie tylko dla punktow, dla ktérych nie ma takiego a € A
zeby d(z,a) < e. Wtedy (definicja A.) musi istnieé¢ a takie, ze d(z,a) = ¢. Wiemy jednak,
ze A jest otwarty, zatem a jest zawarty w A wraz z pewng kulg o $rodku w a i promieniu
d > 0. W odcinku [a, x| sa wiec punkty, nalezace do A i potozone blizej x niz €. Jest to
sprzeczne z okresleniem punktu x.[J

Zatézmy teraz (implikacja (D), ze A jest domkniety. Aby pokazaé, ze A. jest domkniety
mozna, na przyktad, pokazac, ze jego dopelnienie jest otwarte. Implikacja przyjmuje wiec
postaé

A domkniety = AL otwarty.

Z definicji zbioru A, wynika, ze
Al ={r€R?: Va€ A d(z,a) > ¢}

Musimy pokazac, ze kazdy punkt powyzszego zbioru nalezy do niego wraz z pewna kula
o niezerowym promieniu. W tym celu udowodnimy pomocniczy fakt:

Dlaz € A, infd(z,a) >e¢
acA

Wiadomo, ze dla a € A odlegtoéé¢ d(z,a) > e, czyli infimum o ktérym mowa moze by¢
wieksze od e, ale moze tez by¢ rowne e. Zadanie polega wiec na pokazaniu, ze tak naprawde
nie moze by¢ réwne. Dowdd przeprowadzimy metoda ad absurdum: Zatézmy, ze v € Al
jest takie, ze inf,cad(x,a) = e Oznacza to, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje

element a, € A taki, ze
1

e <d(z,a,) <e+ -
Ciag a, jest ciagiem elementéw z A zawartym w zbiorze K(x,e + 1). Zbiér ten jest
ograniczony i domkniety, a wiec zwarty. Ciag (a,) musi wiec mie¢ punkt skupienia, ktéry
dodatkowo (z domknietosci A) zawarty jest w A. Oznaczmy ten punkt skupienia ag. Skoro
ag € A, to d(x,ag) > e. Z drugiej strony dla kazdego d > 0 istnieje nieskonczenie wiele
n € N takich, ze

1
d(z,ap) < d(z,a,) +d(an,a0) <e+—+9
n
Skoro ¢ mozna wzig¢ dowolnie mate a n dowolnie duze to ostatecznie
d(ag,x) =¢

W szczegdlnoscei oznacza to, x € A., co jest sprzeczne z zalozeniem, ze x lezy w dopetnieniu

zbioru €.
1



2

Reszta dowodu jest tatwa, gdyz wystarczy wzia¢ promien
infoead(z,a) —¢
B 2

i wtedy K (z,r) jest zawarta w calosci w .00

Dowéd implikacji (S) moze wyglada¢ na przyktad tak: (ad absurdum) Zalézmy, ze A.
jest niespojny. Oznacza to, ze istnieja zbiory O;, O, otwarte i rozgraniczone (to znaczy

OlmOQ :Olﬁég :Q)) takie, ze
A5C01U02, Agﬂ(’)l%@, AEHOQ%Q.

Wiadomo, ze A C A., zatem takze A C O; U Os. Ze spdjnosci zbioru A wynika, ze
A jest w catosci zawarte w O lub w O,. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze A jest w
calosci zawarte w ;. Jednak wiadomo, ze A. N Oy # (), zatem istnieje x € A, \ A takie,
ze x € Oy. 7 definicji zbioru A, wynika, ze istnieje a € A takie, ze d(a,z) < e. Caly
odcinek metryczny [a, z] nalezy wiec do zbioru A.. W przypadku metryki euklidesowej,
ktora rozwazamy, odcinek metryczny jest po prostu zwyklym odcinkiem w sensie kawatka
prostej przechodzacej przez punkty a i x. Jest to oczywiscie zbiér spdjny jako obraz
odcinka [0, 1] w odwzorowaniu ciagtym

t— ((11 + 75(131 — CL1>, as + t(l‘g - CLQ)).

Z drugiej strony [a,z] C O1 U Oy oraz [a,z] N O; # 0, bo zawiera co najmniej punkt
a, oraz [a,z] N Oy # (), bo zawiera co najmniej punkt x. Jest to sprzeczne ze spdjnoscia
odcinka [a, z]. O

Implikacja (Z) jest trywialna, jesli udowodniliémy juz (D). Jesli A jest zwarty, to jest
takze domkniety, wtedy A. tez jest domkniety. Jesli A jest zwarty, to jest takze ograni-
czony, tzn zawiera sie w pewnej kuli o srodku w x¢ € X i promieniu R. W tej sytuacji
A. zawiera sie w kuli o érodku zy i promieniu R + €, jest wiec takze ograniczony. Zbior
domkniety i ograniczony w R? jest zwarty. [J



