WYKLAD 19
Calki na iloczynach kartezjaiiskich.

Q Niech (X, F,un) i (Y,G,v) beda przestrzeniami z miara. Niech F x G bedzie najmniejszym

o-ciatem podzbiorow X X Y zawierajacym wszystkie zbiory postaci A x B gdzie A € F, B € G.
QO Niech EC X xY. Dlazy € X iy €Y definiujemy

E{Do = {yEY‘(CUOaw EE}7
EY ={z € X|(z,y) € E}.

Twierdzenie 1. Niech Q € F x G. Wiowczas
(1) dla kazdego x € X zbior Q € G,
(2) dla kazdego y € X zbior QY € F.

Dowdd. Niech S bedzie rodzing takich podzbiorow F C X x Y, ze dla wszystkich x € X zbiory
E, naleza do G, a dla wszystkich y € Y zbiory EY naleza do F. Zauwazmy, ze kazdy zbioér postaci
Ax BdlaAe FiBe€Gnalezy do S. Ponadto
e X XY €S,

o Jesli E€ S, to (B%) =

= (B)E i (BY)Y = (BV)E, wiee EF € 8,

oo [ee) 0o Yy
o Jesli (Ep)nen jest ciagiem elementow S, to (U En) = U(En). i <U En) =
- - n=1 T n=1 n=1

U (En)Y, wiec U E, €S.

n=1 n=1

Wynika stad, ze S jest o-cialem, a wiec F x G C S.

Q Niech f bedzie funkcja na X x Y. Dla ustalonego zop € X i yg € Y definiujemy funkcje

fZ() 1Y9y’_>f($0»y)7
fe X sz — f(z,y0).

Twierdzenie 2. Niech [ bedzie F x G-mierzalna. Wowczas
(1) dla kazdego x € X funkcja f, jest G-mierzalna,
(2) dla kazdego y € Y funkcja fY jest F-mierzalna.

Dowdd. Niech Q = {(z,y) ‘ f(z,y) > t}. Poniewaz f jest F x G-mierzalna, zbior @ nalezy do
F x G. Dla dowolnego x € X i y € Y mamy

Qz = {y € Y‘fm(y) > t}7
QY = {x eX‘fy(x) >t}7

a te zbiory naleza odpowiednio do G i F na mocy twierdzenia 1.

O
Lemat 3. Niech M bedzie najmniejszq rodzing podzbiorow X x Y takg, ze

(1) jesli Q1 C Q2 C -+ i Q; € M dla wszystkich i, to |J Q; € M,
i=1

(2) jesli Q1 D Q2 D -+ i Q; € M dla wszystkich i, to ) Q; € M,
i=1
(3) skoriczone roztgczne sumy zbioréw postaci A X B, gdzie A € F, B € G nalezq do M.
Wowcezas M = F x G.

O Zauwazmy, ze poniewaz rodzina wszystkich podzbiorow X xY (albo np. F xG) spelnia warunki
ze sformulowania lematu 3, to istnieje najmniejsza taka rodzina (réwna przecieciu wszystkich
rodzin spelniajacych te warunki).
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Dowdd lematu 3. Oznaczmy przez £ rodzine skoriczonych sum roztgcznych zbioréow postaci A x B,
gdzie A € F, B € G. Warunek (3) mowi, ze £ C 9. Ponadto o-cialo F x G spelnia warunki
(1)—(3), wiec M C F x G.
Pokazemy, ze I jest o-ciatem, a wtedy 9 = F x G z definicji F x G.
Oczywiscie X x Y € £, wiec X x Y € M. Dla dowolnego P C X x Y definiujemy
QP)={QCc X xY|P\Q,Q\P,PUQ cM}.
Mamy
(Q € Q(P)) = (P € Q(Q)). (19.1)

Ponadto Q(P) jest rodzina zamknieta na przeliczalne sumy wstepujacych rodzin swoich elementéow
i przeliczalne przeciecia zstepujacych rodzin swoich elementéw (na mocy wlasnosci (1) i (2) rodziny
Jesli P,Q € &, to P\ Q,PNQ €&. Jest tak, bo dla Ay, Ay € F, By, B, € G mamy
(A1 X Bl) n (A2 X Bz) = (Al n AQ) X (B1 n Bg),
(A1 X Bl) \ (AQ X Bg) = ((A1 \ AQ) X Bl) U ((Al n AQ) X (Bl \ Bg))
Wynika stad rowniez, ze PUQ = (P\Q)UQ € €.
Niech wiec P € £. Wowczas @ € Q(P) dla wszystkich Q € &£, a co za tym idzie
M C QP).

Teraz niech @ € M. Na mocy (19.1) kazdy P € € nalezy do Q(Q), a wiec & C Q(Q). Poniewaz
Q(Q) jest zamknieta na przeliczalne sumy wstepujacych rodzin swoich elementéw i przeliczalne
przeciecia zstepujacych rodzin swoich elementéw mamy

MmC QQ).

Jesli przypomnimy sobie co to oznacza, to okaze sie, ze

e dla P,@Q € 9 mamy P\ Q € N,
o dla P,Q € M mamy PUQ € M.

Oznacza to, ze 9 jest algebra zbiorow. Jesli Q1,Qs, ... sa elementami M, to ktadac

N
Py = U Qn
n=1
otrzymujemy rodzine P, C P, C P3 C --- elementow 2 (bo skoniczone sumy naleza do 91).
Poniewaz - -
U= Pvem
n=1 N=1
na mocy (1), widzimy, ze 9 jest o-algebra. O

Twierdzenie 4. Niech (X, F, ) i (Y,G,v) bedq przestrzeniami z miarami o-skoriczonymi i niech
Q € F x G. Zdefiniujmy

¢: X3 x—v(Qa),

Y:Y Sy — pu(QY).

Wowczas ¢ jest F-mierzalna, ¥ jest G-mierzalna i

/gpd,uy/l/)dl/.

X

Dowdd. Niech 2 bedzie rodzing wszytkich zbiorow @ € F x G, dla ktérych nasze twierdzenie jest
prawdziwe. Na poczatek udowodnimy, ze rodzina ta ma nastepujace wlasnosci:

(1) dla wszystkich A € F, B € G zbiér A x B €
(2) jesli (Q;)ien jest ciagiem elementow 2 takim, ze Q1 C Q2 C --- oraz Q@ = |J Qs, to
i=1
Qe



(3) jesli (Qi)ien jest ciagiem elementow € takim, ze @Q; N Q; =0 dla i # j oraz Q = |J Qi,

i=1
to Q €

(4) jesli A € Fi B € G sa takie, ze u(A),v(B) < oo oraz (Q;)icn jest ciagiem elementow
takim, ze

AXBDQ1DQyD -
oraz () = ﬁ Qi, to Q € Q.
Ad (1). Jesli 0= Ax B dia pewnych A € F, B €. to
e(@) = v(Qz) =v(B)xa(z) oraz P(y)u(QY) = u(A)xs(y)

i od razu widaé, ze calki z ¢ i ¢ sa réwne, a wiec A x B € (.

Ad (2). Niech
ei(@) =v((Qi)z),  ¥i(y) = n((Q:)Y).

7 przeliczalnej addytywnoéci miar p i v wynika, ze ¢; — i, - 1 punktowo i monoton-
11— 00 11— 00

icznie. Zatem ¢ i 1Y sa mierzalne, a z twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej mamy

/Sﬁdui lim /%‘d,u: lim /?/Jz'dV:/q/’dV’
X Y Y

X

bo zbiory @; naleza do 2.
Ad (3). Niech, tak jak w dowodzie (2)

ei(@) =v((Qi)a),  wily) = u((Q)Y).

@:ZQOM 1/1:27/11,
i=1 =1

Mamy

a wiec ¢ i 1 sa mierzalne i mamy

/sodu Z/%dﬂa /wdufZ/wzdu
i= 1X = lX
na mocy wniosku z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej (w notatkach do poprzedniego wy-
ktadu). Oczywiscie @ € ©, bo dla kazdego 4

/%du=)[¢idu

b'e
Ad (4). Ponownie niech

pi(r) = v((Qi)z), Viy) = n((Q:)Y).
Mamy
i —— ¢ oraz 1 o ( (19.2)

i—00
punktowo. Aby wykazaé¢ pierwsza z tych réwnosci przypomnijmy sobie, ze dla ustalonego x rodzina
zbiorow B\ (Q;). jest wstepujaca. Stad

0\ @) (U @)

(to jest wlasnosé¢ przeliczalnie addytywnych funkcji zbioru). Stad, poniewaz B ma skoriczona
miare,

V((Q0)2) = v(B) —v(B\ (@):) —— _V(UB\ @) =v(N@.)

00
i=1

Tak samo sprawdzamy druga ze zbieznosci (19.2).



Dalej
p<v(B)xa, ¥ <uA)xs
dla wszystkich i. Pamietajmy, ze u(A), v(B) < oo, wiec z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej

mamy
/god,u hm /cpZd,u— lim /wzdy—/d)dy

co pokazuje, ze ﬂ Q; € Q.
=1
Wykazalismy, ze Q ma wlasnosci (1)—(4). Przechodzimy do dalszej czesci dowodu. Niech

(Xo)nen 1 (Yin)men beda roztacznymi rodzinami mierzalnych podzbiorow X 1Y o skoriczonych

miarach takimi, ze
X=X, Y= ¥n

neN meEN
(przestrzenie X 1Y sa o-skonczone). Dla Q C X x Y definiujemy

Rozwazmy teraz rodzine I tych elementéw @ € F x G, dla ktérych @, ., € Q dla wszystkich
n,m. Dzieki (2) rodzina ta jest zamknieta na przeliczalne wstepujace sumy, a dzieki (4) na
przeliczalne przeciecia rodzin zstepujacych. Ponadto z (1) i (3) wynika, ze kazdy zbior postaci
A x B, gdzie A € F, a B € G nalezy do 9. Skoriczone roztaczne sumy takich zbioréw naleza do
M na mocy (3). Poniewaz M C (F x G) z definicji, mamy na mocy lematu 3 M = F x G.

W szczegblnosci dla dowolnego @ € F x G mamy @ € I, czyli Qp n € ) dla wszytkich n, m.
Ponadto @ jest suma (roziacznych) zbioréw @, ., wiec na mocy (3) mamy @ € Q, co konczy
dowod. O

O Niech (X, F,u) i (Y,G,v) beda przestrzeniami z miarami o-skoriczonymi. Dla @ € F x G
defninijemy

(1on)Q = [v@adu= [ (@i
X Y
Funkcja p®v : FxG — [0, 400] jest przeliczalnie addytywna, i nazywamy ja iloczynem tensorowym
miar p i v.
Aby przekona¢ sie, ze jest to funkcja przeliczalnie addytywna wezmy (Qn)nen 1 niech kazdy
zbior Q, € F x G oraz Q, N Qy, = 0 dla n # m. Niech Q = U Q. Mamy

n—=

wen@ = [vanin= [( [ dV(y)>du(w)
X Y

/ f: XQ. (T, y) dV(y)) dy(z)
Y

- [(Z [ voen v ) iute)
x n=ly

= i/(/mn (z,y) dV(y))du(x) = il(ué@ v)(Qn),
n:lX v n=

gdzie dwukrotnie skorzystaliémy z wniosku wniosku z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej (w
notatkach do poprzedniego wyktadu).

Miara p®v jest takze o-skoriczona, bo X xY = ) X, xY,,, a miary “prostokatow” X,, x Y;,,
n,meN
sa rowne p( X, )v(Yy,) < co.



Twierdzenie Fubiniego.

Twierdzenie 5. Niech (X,F, ) i (Y,G,v) bedq przestrzeniami z miarami o-skoriczonymi i niech
f bedzie F x G-mierzalng funkcjg na X xY. Wowczas

(1) Jesli f >0 i
x) = [ fodv, V(y) = | fYdu
! !

dlax e X, yeY, top jest F-mierzalna, ¢ jest G-mierzalna i

/cpdu /djdu— / fdlpev (19.3)

XxXY

/@du<oo

X
(gdzie §(x f |faldv), to f € L(p@v).

(3) Jesli f € L‘,(u@ V), t
o fr€L(v) dla pmwie wszystkich © € X,
o fY e L(u) dla prawie wszystkich y €Y,
o definiujgc ¢ i ¢ tak jak w punkcie (1 ) (sq to funkcje zdefiniowane prawie wszedzie
odpowiednio na X i Y ) mamy ¢ € L(u), ¢ € L(v) oraz

/gpdu /wdu— / fdlpov (19.4)

XxXY

(2) Jesli f : X XY — [—o00,+00] @



