WYKLAD 2
Stwierdzenie 1. Niech T € B(X,Y) iz € X. Wowczas |[Tz| < ||T||||z]|-

Stwierdzenie 2. Niech X,Y,Z bedq przestrzeniami z normg i niech S € B(X,Y), T € B(Y, Z).
Wowezas To S € B(X, Z) i | T o S| < ||T||S]-

Q Niech X7 i X5 beda przestrzeniami z norma. Wowczas na przestrzeni X; & Xo mozemy
zdefiniowaé¢ norme na wiele sposob6w. Sposob, ktory wybierzemy bedzie nastepujacy:

|21, 22)|| = max ||z ], z2] }-

Jesli Xy i Xy sa przestrzeniami Banacha, to przestrzen X; @& X, (z norma jak wyzej) jest
przestrzenia Banacha.

Przestrzenie skoiiczenie wymiarowe.

Twierdzenie 3. Niech X bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzeniq z normg i niech {e1,...,eq}
bedzie bazq X. Wowczas izomorfizm
A1 d
AK S || =) NeeX (2.1)
)\d =1

jest homeomorfizmem, jesli na K¢ rozwazymy norme
A1
= max{|\1],...,[Aa|}.
Ad
Dowdd. Odwzorowanie (2.1) jest ciagte, gdyz
A1 1251

d
A=A ||= Z(/\i_,ui)ei
Ad Hd =t
d
< — gl llesl
=1 ;
< max{[A\ — gl [Aa = pal} D lles])-
=1

Teraz przypusémy, ze odworowanie odwrotne do (2.1) nie jest ciaglte. Wtedy jest ono nieciagle

w zerze. Istnieje zatem ciag wektorow (x,)nen z X taki, ze x,, —— 0, a ciag (un)nen wektorow
n—oo

z K¢ okreslony przez
up = A"z,
nie jest zbiezny do 0. Innymi slowy istnieje stata € > 0 taka, ze ||u,|| > ¢ dla nieskoniczenie wielu
n. Wybierajac odpowiedni podciag mozemy zalozyé, ze
unll > ¢ (2.2)

dla wszystkich n.

Niech v, = m Wektory {v, }nen naleza do (d — 1)-wymiarowej sfery, ktora jako domkniety
i ograniczony podzbior K? jest zwarta. Zatem istnieje podciag (vn, Jrew ciagu (vn)nen taki, ze

Un

Lk — U

k—o0

i v nalezy do sfery (ma norme 1). Mamy

Av, = L A, — 1
Un = M Aun = @ -2 0
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1

gdyz ciag (x,,) jest zbiezny do zera, a ciag wspotczynnikow ( Jnen jest ograniczony (na mocy

Tunl
(2.2)).
Przechodzac do podciagéw mamy
A 1
07 Voo = Uni = T % 35 0 (2:3)

poniewaz A jest ciagle, (2.3) stoi w sprzecznosci z réznowartosciowoscia A. O
Whiosek 4. Niech (X, |- ||) bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzenig z normg.

1) Neich Y bedzie przestrzenig z normg i niech T : X — Y bedzie liniowe. Wowczas T jest

¢ ¢ ¢ ¢
ciggte.
(2) Niech || - ||" bedzie inng normag na X. Wowczas istniejq state M, m takie, Ze

mz|| < [lz]|" < M||=||
dla wszystkich © € X.
(3) Kazdy zbior domkniety i ograniczony w X jest zwarty.
(4) X jest przestrzenig Banacha.
Dowdd. Ad (1): Niech {ey,...,eq} bedzie baza X i niech A : K¢ — X bedzie homeomorfizmem
(2.1). Niech
A1 d
P:ikis || — Y ANTe e X
>\d i=1
Tak samo jak w przypadku odwzorowania A, dowodzimy, ze I' jest odwzorowaniem ciggltym. Jest
roéwniez jasne, ze
T=ToA L
Ad (2): Rozwazmy id : X — X jako odwzorowanie z (X, || - ||) do (X, || - ||'). Jest ono ciaglte na
mocy punktu (1). Jest ono zatem ograniczone, i jesli M = ||id||, to
]l = llid|" < lid[[l|z[| = M|
dla wszystkich z € X. Podobnie dowodzimy istnienia statej M’ takiej, ze
el < Ml

dla wszystkich x. Teraz wystarczy potozyé¢ m = A},.
Ad (3): Niech K C X bedzie domkniety i ograniczony. Odwzorowanie A~! : X — K? jest
ciggle, a wiec ograniczone. Wynika stad, ze A~1(K) jest ograniczony:
sup{[|A7'k[||k € K} < ||A™"||sup{[|k|||k € K} :
Jest on réwniez domkniety, bo K jest domkniety, a A jest ciagte.
Oznacza to, ze A1 (K) jest zwarty, a wiec K = A(A‘l(K)) jest zwarty (bo A jest ciagle).
Ad (4): Niech (zp,)nen bedzie ciggiem Cauchy’ego w X 1 niech

K = {xn‘n € D\I}.

Wowcezas K jest domkniety i ograniczony, a wiec zwarty (na mocy (3)). Stad ciag (zn)nen ma
zbiezny podciag (zn, )ren. Ale jesli ciag Cauchy’ego ma podciag zbiezny do pewnej granicy z, to
ciag ten jest réwniez zbiezny do x. O
Roézniczkowanie.

@ Od teraz wszystkie przestrzenie wektorowe beda nad ciatem R.

@ Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha. Niech U C X bedzie zbiorem otwartym i niech
F :U — X. Niech x € U. Powiemy, ze odwzorowanie F' jest rozniczkowalne w x, jesli istnieje
operator T € B(X,Y) taki, ze

’llii%m(F(x—l-h)—F(x)—Th) =0.
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@ Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha. Niech U C X bedzie zbiorem otwartym i niech
F:U— X.DlaTeB(X,Y)ih e X niech
r(x,h) = F(zx+h) — F(x) —Th

(oczywiscie h nie moze by¢ zupelnie dowolny, ale zawsze mozna h braé¢ z pewnego otoczenia 0 € X).
Odwzorowanie F' jest rézniczkowalne w x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie T, ze

iy Ir@mll
;lllg%) =0 (2.4)

Wielkosé r(x, h) nazywamy resztq, a wlanosé (2.4) oznacza, ze r(x,h) jest matq wyzszego rzedu
niz h. Jest jasne, ze wowczas takze

;Pi% r(z,h) =

Stwierdzenie 5. Odwzorowanie rézniczkowalne w punkcie x jest ciggte w x.
Dowadd. Jesli F jest rozniczkowalne w z, to
F(x+h)— F(z)=Th+r(z,h)
ir(xz,h) jest mala wyzszego rzedu niz h. Zatem
}IL%(F(x +h) — F(z)) = }lllg}) Th+ }lllil%) r(x, h).
Prawa strona tej rownosci jest rowna zero (bo T jest z zalozenia operatorem ciaglym). O
Stwierdzenie 6. Niech F' bedzie rézniczkowalne x i niech T, S € B(X,Y) bedq takie, ze
co 1
hm HhH (F(z+h)— F(z) —Th) =0 = %%W(F(x+h) — F(z) — Sh).
Wowezas T = S.

Dowdd. 7 zalozenia o rozniczkowalnosci F' w a wynika, ze dla kazdego ciagu wektorow (hy,)nen 2
przestrzeni X zbieZnego do 0 mamy
nleréo Hh 0 (F(z+ hy) — F(z) = Thy,) =0 = nlLrI;O Hh i (F(z + hy) — F(z) — Shy,).
Stad,
lim [(F(x+ hyn) — F(x) = Thy) — (F(x 4 hy) — F(z) — Shy,)] =0

n—oo thH
Innymi stowy
lim (S —T) e = 0.

n—0o0 [

Jesli S #T, to ||S — T > 0, wiec istnieje ciag wektor6w (un)nen 0 normie 1 takich, ze
1Sun = Tun|l > IS =T -

dla wszystkich n. Ktadac h,, fun otrzymujemy sprzecznosc. O

Q Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha. Niech U C X bedzie zbiorem otwartym i niech
F :U — X. Niech « € U iniech F bedzie rézniczkowalne w . Operator T' € B(X,Y") taki, ze

hm th\( (x4 h)— F(z)—Th) =

nazywamy pochodng odwzorowama F w punkcie z i oznaczamy symbolem F’(x). Czasmi pochodng
nazywa sie tez pochodng Frecheta lub mocng pochodng odwzrowania F'.

Powiemy, ze odwzorowanie F' jest rézniczkowalne w U, jesli jest rézniczkowalne w kazdym
punkcie zbioru U. Jedli F' jest rézniczkowalne w U, to pochodna F' interpretujemy jako odw-
zorowanie

F' .Uz~ F'(z) € B(X,Y). (2.5)
Odwzorowanie F jest klasy C' (inaczej: jest rézniczkowalne w sposdb ciggly), jesli odwzorowanie
(2.5) jest ciagle.
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Twierdzenie 7. Niech X,Y, Z bedq przestrzeniami Banacha i niechU C X 1O C Y bedg zbiorami

otwartymi. Niech x € U 1 niech
F:U—Y,

)

G:0— 7

bedg odwzorowanimi takimi, ze F(U) C O i F jest rézniczkowalne w x, a G jest rézniczkowalne w
F(z). Wowczas Odwzorowanie G o F' jest rozniczkowalne w x i

(GoF)(x) = G (F(x)) o F'(x).

Dowdd. Wiemy, ze

Ln ( (x4 h) — F(z) — F'(z)h) =0,
lim o (G(F(2) + k) = G(F()) — &' (F())k) = 0

Oznaczmy
rp(z,h) = F(x + h) — F(z) — F'(x)h,

ra(F(z), k) = G(F(z) + k)—G(F (x)) -G (F(x))k-

Niech k(h) = F(z + h) — F(x). Oczywiscie k(h) PR 0, a ponadto
G(F(z+h)) = G(F(z) + k(h))

)k(h) +ra(F(x), k(h))
) [F(z +h) = F(2)] + ra (F(x), k(h))
)[F'(@)h +rp(z, )] + e (F(x), k(h))
"(F(2))F'(z)h+ G (F(z))rp(z,h) + ra (F(z), k(h)) .

R(z,h)

Wykazemy teraz, ze R(x,h) jest mata wyzszego rzedu niz h. Mamy

R(z,h)|

HE < pglle! (F@)re )| + gy lire (F ), kR)||
Na poczatek szacujemy pierwszy sktadnik:

G (F@)re(e.n)|| < |6 ()R — o

Natomiast drugi sktadnik przepisujemy tak:

)H I lire (£ () k(M)
[ &Rl

2)|| = HF’ i+ (e,
”k\(hH)H < IF (Hw)l\‘l\lhll + HTFH( a )H7

czyli czynnik ten jest ograniczony. Rézniczkowalnosé G w F(z) mowi natomiast, ze
lim LretE@RENL _

uhn H’"G(
Skoro ||k(h)|| = ||[F(z + h) —

O

© Zauwazmy, ze z twierdzenia 7 wynika, ze ztozenie odwzorowani klasy C' jest odwzorowaniem
klasy C'. Aby to zobaczy¢ wykorzystujemy wzor | TS| < ||T)|||S| aby wykazaé, ze jesli operator
T zalezy w sposob ciagly od parametru = i S takze zalezy w sposob ciagly od z, to T'S takze
zalezy w spos6b ciagly od z:

|S(@)T(x) = S(z0)T(x0)|| < ||S(@)T(x) — S(2)T(x0)|| + [|S(2)T(20) — S(xo)T (o)
< ||S@)||||1T(x) — T (o) | + ||S (@) — S(@o)]||||T(w0)]|-



