WYKLAD 9
Wektory styczne do R™.

@ Niech p € R™. Rozwazmy przestrzen g’p wektorowa zlozng z funkcji zdefiniowanych na otocze-
niu p, ktore na swojej dziedzinie sa gltadkie. Niech N, bedzie podprzestrzenia gp ztozona z funkcji
znikajacych na pewnym otoczeniu p. Wreszcie niech &, = gp /N,. Elementy &, nazywamy kiekami
funkcji gtadkich w punkcie p. Zauwazmy, ze na &, mamy naturalnie zdefiniowany iloczyn.

Q Niech p € R™. Wektorem stycznym do R™ zaczepionym w p nzaywamy odwzorowanie liniowe
X : &, — R takie, ze

X(fg) = X(fg(p) + f(p)X(9)-
Zbior wektorow zaczepionych w p jest przestrzenig wektorowa, ktoéra oznaczamy symbolem T, R™.
Jedli X € T, R", to X moze dziata¢ na kazdy element gp i tak w praktyce definiujemy wektory
styczne.

O Niech v :] — a,a]— R™ bedzie odwzorowaniem gtadkim takim, ze v(0) = p. Dla f € gp
zdefiniujmy

X =2 160).

t=0
Poniewaz dla kazdego f € N, mamy X (f) = 0, istnieje doktadnie jeden funkcjonal liniowy X na

&p taki, ze X([f}) = )Z'(f) dla wszystkich f € gp. Latwo sprawdzamy, ze X € T, R™. Wektor taki
nazywamy wektorem stycznym do krzywej .

O Z reguly Leibnitza natychmiast wynika, ze kazdy wektor X € T\, R™ ma warto$¢ 0 na dowolnej
funkcji statej na otoczeniu p.

Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcjq gtadkg na otoczeniu p € R™. Wowczas istniejq funkcje
V1, ..., pn gltadkie na otoczeniu p takie, zZe dla ¢ w tym otoczeniu mamy

flq +Z —pi)wilq

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze dziedzina funkcji f jest zbiorem wypuklym. Mamy
1

(_ aiif(l’ +t(q—p)) (@ pi)>dt

_|_
& 3
7 N

/a‘if p+tlg— p))dt> (g — i),
0

Q Przez punkt p € R™ mamy krzywe wspdtrzednosciowe:
Yi: Rt — p+te;.

Wektory styczne do tych krzywych zaczepione w punkcie p oznaczamy (zgodnie z dotychczasowa
konwencja) symbolami
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Fatwo sprawdzamy, ze uktad

jest liniowo niezalezny: jesli

i=1
to ewaluujac (zerowy) wektor (9.2) na funkcjach

Tiiqr——>4q;

uzyskujemy oy = -+ = «a,, = 0. Korzystajac z poprzedniego twierdzenia pokazemy, ze (9.1) jest
bazg T, R".
Twierdzenie 2. Niech X € T, R". Wowczas
n
0
X = ; .
Z “i ox;
=1 p

Dowdd. Niech f € gp. Stosujemy X do f w postaci
F=Fw)+ ) (i —pi)es (9.3)
i=1

dostajemy (oznaczajac przez x; odpowiednia funkjce wspotrzednosciowa)
X(f)=0+ Z(X(xl = pi)pi(p) + (zi(p) — pi) X(#:)
[ ——

i=1

=0
= X(z:)pi(p)
1=1
Zauwazmy teraz, ze z (9.3) wynika, ze
0
oz, | ) =),
P
wiec
- 0
X(f) = ZX(%) Oz: (f)-
i=1 tlp
Oznacza to, ze
- 0
X = Z (& )
i=1 O P
gdzie ¢; = X (z;). O
O Niech X bedzie wektorem stycznym do R™ w punkcie p. Aby znalezé rozktad X w bazie (9.1)
wystarczy ewaluowaé¢ X na funkcjach wspotrzednosciowych zq, ..., xy,:
" 0
X = X(x;) —1| .
1'2:; @) Ozi],,

O Sparametryzowana krzywa gladka v :] —a, a[— R™ taka, ze v(0) = p bedziemy krétko nazywaé
krzywq przez p. Niech 1 1 v beda takimy krzywymi. Powiemy, ze krzywe ~; i 72 sa réwnowazne,
jesli dla kazdego elementu f € &£, mamy

d
= ) = — ).
" tzof(%( )= tzof(w( )

Tak wiec jednej klasie rownowaznoéci krzywych odpowiada doktadnie jeden wektor X € T, R™.
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Stwierdzenie 3. Niech X € T, R". Wowczas istnieje krzywa v przez p taka, ze X jest wektorem
stycznym do 7.

Dowdd. Zapiszmy, X jako kombinacje liniowg wektoréw bazowych przestrzeni T, R™:

i niech v : R — R™ bedzie dana wzorem

O

© Jak widzimy wektory styczne do R™ w punkcie p mozemy definiowaé¢ réowniez jako klasy
rownowaznosci krzywych przez p.

O Niech (p1,...,9,) bedzie lokalnym uktadem wspoélrzednych na otwartym O C R™ i niech
p € O. Ozanczmy przez ¢ : O — R™ dyfeomeorfizm

e1()

Definiujemy krzywa -; przez p kladac

gdzie

@n(p)
(krzywa taka nazywamy krzywq wspdtrzednosciowg). Oznaczmy wektor styczny odpowiadajacy
krzywej 7y; symbolem

0
i

p
Stwierdzenie 4. Uktad
0

p 890"

0
{2 ] "

Dowod. Wykazemy liniowa niezaleznosé rozwazanego uktadu. W tym celu pokazemy, ze

jest bazq przestrzeni T, R™.

3 |p(3) = 0.

Obliczamy korzystajac ze wzoru na pochodng ztozenia odwzorowan:
0 d
| (p))=—| et
agplp( ]) dtt:() ]( ())

d -1

=2l ¢ (@1 (@(p) + tey)
t=0




Teraz zapiszmy pierwsze dwie pochodne z ostatniego wyrazenia w bazie standardowej:
-1

9p1 . Op1
3131 an
{6%‘ . %} : .
Ox1 Oy . .
Opn .. Opn
oxq Ox .,

Od razu wida¢, ze wynikiem mnozenia tych dwoch macierzy jest e;r , a stad

9 T
il N=ele: =6, ..
e ) (¢5) i €j %
O
O Zauwazmy, ze jesli (¢1,...,¢n) jest lokalnym uktadem wspotrzednych na otoczeniu punktu

p € R™, to wektor %’p € T, R™ zalezy od pozostatych funkcji ¢; (j # i). Przykladowo dla

otwartego podzbioru R? zawartego w pierwszej ¢wiartce mozemy rozwazyé uktad wspotrzednych
(x,r), gdzie x jest pierwsza wspolrzedna kartezjariska, a r — odlegloscia od (0,0). Dla p w tym
zbiorze wektor %‘p jest zupelnie innym wektorem niz %‘p, jesli rozwazymy kartezjanski uktad
wspOlrzednych (z,y).

Wektory styczne do powierzchni.

Q Niech M C R™ bedzie k-wymiarowa powierzchnia gtadka i niech p € M. Wektorem strycznym
do M w punkcie p nazywamy taki wektor X € T, R", ze X(f) = 0 dla kazdej funkeji gtadkiej na
otoczeniu p w R™ statej na M. Zauwazmy, ze kazdy wektor styczny do krzywej przez p zawartej
w M ma te wlasnosé.

Zbior wektoréw stycznych do M w punkcie p jest podprzestrzenig przestrzeni wektorowej T), R™.
Oznaczmy ja symbolem T, M.

O Niech (¢1, ..., ¢n) bedzie lokalnym uktadem wspotrzednych na otoczeniu O punktu p takim,

e ONM = {x‘cpl(x) =+ = pn_k(x) =0}. Jest jasne, ze wektory
0 0
a(Pnfk+1 p T &Pn p
sa styczne do M (odpowiadajace im krzywe wspotrzednosciowe przebiegaja przez punkty, ktorych
wspolrzedne 1, ..., @,_k sa rowne zero, a wiec leza w M).
Stwierdzenie 5. Wektory
0 0
a@n—k+1 p T &Pn p

tworzq baze przestrzeni Ty, M.

Dowdd. Kazdy wektor Y styczny do R™ w punkcie p jest kombinacja

- 0
Y = Z C; — s
i=1 Ipi p
Jesli jest on styczny do M, to styczny do M jest rowniez wektor
&
i=1 Opi P
(czyli wektor Y minus kombinacja wektrow stycznych do M). Funkcje ¢1,...,¢n—k sa stale na
M, wiec
n—k
0
Z Ci ) (¢j) =0
i=1 tlp
dlaj=1,....,n—k. Ale
n—k n—~k




Oznacza to, ze wektor Y nie mial niezerowych wspotrzednych przy wektorach o indeksach i <
n—k. (]

© Mozna udowodnié¢, ze kazdy wektor styczny do M w punkcie p jest wektorem stycznym
do jakiej$ krzywej przez p zawartej w M. Istotunie, niech (¢1,...p,) bedzie lokalnym ukladem
wspolrzednych, takim, ze M jest opisywane lokalnie jako wspoélne miejsce zerowe @1,...,Qn_k.
Woéwczas wektor

€T, M

jest styczny dokrzywej

Cn
e1(z)
. Krzywa ta (przynajniej dla matych t) lezy w M.

gdzie ®(z) = [
en ()
Dzialanie odwzorowania na wektory styczne.
@ Dla dowolnego p € R" mamy kanoniczne utozsamienie przestrzeni T\, R" z R,, dane przez
0

5‘:vi p

e

(i=1,...,n), gdzie {ey, ..., e,} jest baza standardowa R™. Niech teraz F bedzie rézniczkowalnym
odwzorowaniem zdefiniowanym na otoczeniu p o wartosciach w R™. Korzystajac z analogicznego
utozsamienia T g,y R™ z R™ mozemy rozwazy¢ zlozenie odwozorwaii liniowych

F/
Tp R™ R™ ) R™ Tp(p) R™.

Odwozorwanie to nazywamy Odwzorowaniem stycznym do F' w punkcie p i oznaczamy symbolem
T, F'. Ma ono bardzo prosty opis, a mianowicie obrazem X € T), R" jest Y € Tp(,) R™ taki, ze

Y(g) =X(goF)
dla wszystkich g € Ep(p).

n
Istotnie, jesli X = " ¢; % , to pamietajac, ze macierzg F'(p) w bazach standardowych jest
i=1 “lp
macierz Jacobiego, otrzymujemy

OF}; 0
Y = Z L(p)e; — .
ij Oz 9z, F(p)
7 drugiej strony

X(goF) = Zcia(gai;F)(p) => cz-gxgj(F(p)) gfj (p) =Y(9).

s

Q Dla wektora X reprezentowanego przez krzywa 7 przez p, wektor Y jest reprezentowany przez
krzywa F o-y.



Ekstrema funkcji na powierzchni.

Q Zajmiemy sie teraz badaniem funkcji na powierzchniach postaci F~1(0), gdzie F jest gtadkim
odwzorowaniem R” — R"~*, ktérego pochodna ma stale rzad rowny n — k (wiemy juz, ze lokalnie
kazda powierzchnia ma takie przedstawienie). Niech wigc M = F~1(0) i niech f bedzie funkcja
rozniczkowalng zdefiniowana na otoczeniu M w R™. Powiemy, ze f ma w punkcie p € M ekstremum
(minimum/maksimum) zwigzane (czyli ekstremum na powierzchni M), jesli istnieje otoczenie U
punktu p w R” takie, ze dla wszystkich 2 € U N M \ {p} mamy

f(x)Of(p),
gdzie “ 07 oznacza “>", “>” “<” lub “<”. Innymi stowy istnieje otoczenie p w M takie, ze na tym

otoczeniu f ma wartosci wieksze/mniejsze niz f(p).

Twierdzenie 6 (Metoda Lagrange’a). Niech O bedzie otwartym podzbiorem R™ i niech F : O —
R"* bedzie odwzorowaniem gtadkim takim, ze vk F'(z) = n — k dla wszystkich x € O. Niech
M = F~Y0) i niech f bedzie funkcjq rzeczywistq zdefiniwang na otoczeniu M. Wowczas jesli f
ma ekstremum na M w punkcie p € M, to istnieje funkcjonat A na R"™* taki, ze

f'(p) = Ao F'(p).
Q Funkcjonal A na R"~* mozna wyrazi¢ w bazie (sprzezonej do standardowej) jako
A= [)\1 Ay oo )\n,k}.

W kontekscie twierdzenia 6, liczby A1, ..., A\p—k € R nazywamy mnoznikami Lagrange’a.



