WYKLADY 3 & 4

@ Niech X 1Y beda przestrzeniami Banacha i niech T € B(X,Y). Wowczas T jest rozniczko-
walne:
T(x+h)—T(x)=Th
i jego pochodna jest T' (niezaleznie od punktu & — pochodna jest odwzorowaniem staltym).

Stwierdzenie 1. Niech X,Y bede przestrzeniami Banacha @ niech U C X bedzie zbiorem ot-
wartym. Niech F,G : U — Y i niech xg € U. Jesli F i G sq rdézniczkowalne w xq, to dla kazdych
a, B € R odwozorowanie oF + G : U 3 x — aF (z) + BG(x) jest rézniczkowalne w xq i

(aF + BG) (z0) = aF'(z0) + G (20).
Dowad.
|aF(z + h) + BG(z + h) — aF (z) — BG(z) — aF" (x0)h — BG' (x0)h|

< ||aF(z + h) — aF (z) — oF (x0)h||
+[[8G( +b) - 5G(z) — BG (wo)|

< |a|||F(z 4+ h) — F(z) — F'(zo)h||
+18||G(z + k) — G(z) — G’ (wo)h||-

(]

Przyklady odwozorwan rézniczkowalnych.

O Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Operator T € B(X) nazywamy odwracalnym, jesli
istnieje S € B(X) taki, ze T'S = ST = 1x. Operator S jest wowczas jedyny i piszemy S = T1.
Oznaczmy przez GL(X) zbior operatorow odwracalnych.

Stwierdzenie 2. Jesli T € B(X) i ||T]| <1, to 1 — T € GL(X).

N-1
Dowdd. Niech Sy = > T™. Na poczatek pokazemy, ze (Sn)ven jest ciagiem Cauchy’ego. Mamy
n=0
N+M-1 N+M-—1 o0 T
[Snar = Snll = \ D, T s X TN XTI = T v
n=N n=N n=N

co pokazuje, ze (Sy)nen jest ciagiem Cauchy’ego. Niech S bedzie jego granica. Wowczas
S1—T)= lim Sy(1—-T)= lim (1 -TN)=1— lim TV =1,
N—oo N —oc0 N—oo
bo A}im TN < Nlim |IT||V = 0. Podobnie pokazujemy, ze (1 — T)S = 1. Innymi stowy
—00 — 00
S=@1-T)"L O
Stwierdzenie 3. Niech R € B(X), a S € GL(X). Jesli |[R— S| < [|S7!7!, to R € GL(X).
Dowdd. Nieréwnosé ||R — S| < ﬁ daje nam oszacowanie
[S7HS = R)I < 1S7HIlIS - Rl <1,
a wiec (1 —S71(S — R)) € GL(X). Niech

T=(1-5YS—R)"

st
Mamy
1=T-S1-5"(S-R)=TS-TS+TR=TR
oraz
1=51-S""S—R)) T=ST-ST+RT =RT.
Oznacza to, ze T = R™1. O

Whiosek 4. Zbior GL(X) jest otwarty.

Whiosek 5. Odwzorowanie GL(X) 3 S +— S™! € GL(X) jest rézniczkowalne.
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Dowdd. Wezmy dowolny S € GL(X). Dla h € B(X) o malej normie rozwazmy R = S + h. Z
dowodu stwierdzenia 3 wiemy, ze
R'=(1-5"(S—R) 'S =@+5"h) 15",

Ten ostatni operator mozemy tak jak w dowodzie stwierdzenia 2 zapisaé¢ jako

oo

(@+S7'h)7Is =D (=SS!
n=0
Stad
(S+ h)—l _ S—l _ Z(_l)n(s—lh)ns—l — _S—th—l + Z(_l)n(s—lh)ns—l'
n=1 n=2

Odwzorowanie h +— —S~'hS~! jest liniowe i ciagte (jego norma jest réwna [|S~2||) i latwo
sprawdzamy, ze szereg po prawej stronie jest mala wyzszego rzedu niz h:

Al s hyms | < ke ST s eS|
n=2 —
< i 2 ISR
o0
< RIS S S )
n=0
(jak widac dla zbieznosci szeregu wystarczy [hl] < |15~ 7). 0

Q Widzimy z dowodu wniosku 5, ze pochodna odwzorowania S +— S~ w punkcie Sy € GL(X)
jest rowna odwzorowaniu liniowemu X > h — (—Sathal) € X. Stad juz tatwo wynika, ze
odwzorowanie S — S~ jest klasy C'.

O Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha. Zalozmy, ze X 1Y sa izomorficzne (czyli istnieje
liniowy izomorfizm X — Y, ktory jest ograniczony). Woéwczas tak samo jak powyzej pokazujemy,
ze zbior izomorfizméw X — Y jest otwarty. Dla kazdego izomorfizmu T : X — Y odwzorowanie
odwrotne takze jest (ograniczonym) izomorfizmem (to nie jest banalne — wynika np. z twierdzenia
o wykresie domknietym). Nietrudno pokazaé, ze odwzorowanie przyporzadkowujace izomorfizmowi
T € B(X,Y) izomorfizm T—! € B(Y, X) jest klasy C'.

Odwzorowania dwuliniowe.

Twierdzenie 6. Niech X,Y,Z bedq przestrzeniami z normg i niech ® : X @Y — Z bedzie
odwzorowaniem dwuliniowym. Wowczas nastepujgee warunki s¢ rownowazne:

(1) Odwzorowanie ® jest ciggle,

(2) Odwzorowanie ® jest ciggte w (0,0),

(3) istnieje stata M taka, Ze

|®(z, )| < Mllz|[ly]-

Ponadto, jesli X lub Y jest przestrzeniq Banacha, to warunki (1)—(3) sq¢ réwnowazne nastepu-
jacemu

(4) dla kazdego © € X odwzorowanie Y > y — ®(x,y) € Z jest ciggte i dla kazdego y € Y

odwzorowanie X 3 x — ®(x,y) € Z jest ciggle.

Dowdd réwnowaznosci (1)—(3). (2)=(3) dowodzimy niewprost: jesli dla kazdego n € N istnieja
wektory x, 1y, takie, ze H<I>(a:n,yn)H > 12|z, ||||lynll, to normujac x, i y, mozemy zalozyé, ze
dla kazdego n € N istniejg x, € X iy, € Y o normie 1 i takie, ze H<I>(xn,yn)H > n2. Niech

Jest jasne, ze u, —— 0€ X iv, —— 0 €Y, czyli

Uy = ——Zn oy = ———Yn
" 12 (20 ,yn) | " 1@ (20 yn)]l n—oo oo
(Un,v,) —— 0EXBY. Ale

H@(un,vn)H =1.



To pokazuje, ze ® nie jest ciagte w punkcie (0, 0).
(3)=(1): Niech (zp,yn) —— (oo, Yoo ). WoOWCzaS

@((En, yn> - (I)(mocnyoo) = ®<xn7yn) - (I)(:L‘n7 yoo) + é(xnvyoo) - (I)(xooa yoo)
= (I)(w'myoo - yn) + (I)(wn - xooayoo)a

wiec
(@20, Yn) — P(To0s Yoo)|| < |@(2ns Yoo — yn)|| + [|2(2n — Too: Yoo ||
< M|z llyoe = ynll + Ml[2n — ool [|yoo |
< Mj}é%{H%nH}llyoo = Unll + Ml[zn — oo [[[yooll-
Implikacja (1)=-(2) jest oczywista. O

O Fakt, ze z warunku (4) twierdzenia 6 wynika ograniczono$¢ ® jest konsekwencja stawnego
twierdznia Banacha-Steinhausa.

© Najmniejszg stata M, tj.

M= sup |®(y)
llzll=llyll=1

nazywamy normg odwzorowania ® i oznaczamy symbolem ||®||. Zbior wszystkich odowzorowarn
dwuliniowych ciaglych X & Y — Z oznaczamy symbolem B(X,Y;Z). Norma odwzorowania
dwuliniowego jest norma na B(X,Y;7), a jedli Z jest przestrzenia Banacha, to B(X,Y; Z) jest
przestrzenia Banacha.

Twierdzenie 7. Niech X,Y,Z bedqg przestrzeniami Banacha i niech ® : X @Y — Z bedzie
ciggtym odwzorowaniem dwuliniowym. Wowczas @ jest rozniczkowalne @

&' (x,y)(h, k) = ®(h,y) + ®(z, k).
Dowdod. Mamy
O(z+ h,y+k)— ®(z,y) = ®(x,k) + ®(h,y) + ®(h, k).
Wyrazenie
X®Y > (hk)— O(h,y) +P(x,k) e Z
jest liniowe. Ponadto

2
B 1 I L T 1 Y
om0 [ B = o max{RIRIT = (ko mas{ IR}
wiec ®(h, k) jest maly wyzszego rzedu niz (h, k). O

Whniosek 8 (Regula Leibnitza). Niech X, X5,Y1,Ys, Z bedq przestrzeniami Banacha, a ® €
B(X2,Y2;Z). NiechU C X1 1 V CYy bedg zbiorami otwartymi i niech

F.U— X,

GV — Y2.
Niech xg € U i yg € V i niech F i G bedzig rozniczkowalne odpowiednio w xg i yg. Wiowczas
odwzorowanie

A:UxV >3 (z,y) — ®(F(z),Gy) € Z

jest rézniczkowalne w (xg,yo) @

A (o0, y0)(h, k) = ®(F'(x0)h, G(yo)) + ®(F(x0), G (yo)k) (4.1)
Dowdd. Na poczatek rozwazmy odwzorowanie I' : U x V' — X5 & Y5 dane przez
L(z,y) = (F(z),G(y)).

Jest jasne, ze I' jest rézniczkowalne w punkcie (xo,yo), 1 ze
F/(.’ﬂo, yo)(h, k) = (F/(.Zo)h, G/(yo)k) .



Ponadto A = ® o I", wiec z twierdzenia o roézniczkowaniu ztozenia odwzorowan wiemy, ze A jest
rozniczkowalne w (z, yo) 1

A (z0,90) = @' (T(x0,90)) o " (x0, yo),
co po odpowiednich podstawieniach daje (4.1). O

Pochodne czastkowe.

Q Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha i niech U C X bedzie zbiorem otwartym. Niech
F:U —-Y,x € Uiniech e € X. Powiemy, ze odwzorowanie F' ma w punkcie x pochodng
kierunkowq w kierunku wektora e, jesli istnieje granica

V.F(2) = lim L (F(z + te) - F(x)).

Zauwazmy, ze jesli F' ma w z pochodna kierunkowa w kierunku e, to dla dowolnego A € R
odwzorowanie F' ma w x pochodna kierunkowa w kierunku Ae i

ViaeF(z) = AV F(2).

Stwierdzenie 9. Jesli F jest rézniczkowalna w x, to F' ma w x pochodng kierunkowq w kierunku
dowolnego wektora e € X. Ponadto odwzorowanie X 3 e — V. F(x) € X jest liniowe i ciggle.

Dowdd. F(x + te) — F(x) = F'(x)te + r(x, te). O

QO Powiemy, ze odwzorowanie F' ma w punkcie x pochodng Gateaux lub stabg pochodng, jesli
dla kazdego e € X odwzorowanie F' ma w = pochodna kierunkowa w kierunku e i odwzorowanie
X 3 e — V.F(x) € X jest liniowe i ciagle. dwzorowanie to oznaczamy wowczas symbolem
VF(x) i nazywamy stabg pochodng F w punkcie z. W takiej sytuacji mowimy tez, ze F jest
stabo rdzniczkowalne (lub rdzniczkowalne w sensie Gateauzr) w punkcie . Odwzorowanie F' jest
stabo rézniczkowalne w zbiorze U jesli jest ono stabo rézniczkowalne w kazdym punkcie zbioru U.
Odwzorowanie stabo rézniczkowalne w punkcie  nie musi by¢ rézniczkowalne w = (a nawet nie
musi by¢ ciagle w x).

Q Niech X7, X5, Y beda przestrzeniami Banacha i niech V' C X; @ X5 bedzie zbiorem otwartym.
Niech F : V — Y i niech (x1,z2) € V. Powiemy, ze odwzorowanie F' ma w punkcie (z1,x2)
pochodng czgstkowg wzgledem X1, jesli istnieje operator T' € B(X1,Y) taki, ze

hlligo m(F(acl + hy,x2) — F(z1,22) — Thy) = 0. (4.2)

Odwzorowanie liniowe T' € B(X1,Y) takie, ze zachodzi (4.2) jest jedyne (jesli istnieje) i oznaczamy
je symbolem Fy (21, z2).
Podobnie jesli istnieje S € B(X3,Y) takie, ze

hligo m(F(%,m +ha) = F(z1,22) — Sha) =0,

to mowimy, ze F' ma w punkcie (z1,z2) pochodna czastkowa wzgledem X5 i piszemy S =
F, (w1, 22).

Q Jesli w kazdym punkcie zbioru V' odwzorowanie F' ma pochodna czastkows wzgledem X, to
moéwimy, ze F jest rozniczkowalne wzgledem X; w zbiorze V. Jesli odwzorowanie

V 3 (x1,22) — Fx, (21,22) € B(X;,Y)
jest ciagte, to mowimy, ze F jest rozniczkowalne wzgledem X; w sposob ciagly (i = 1,2).
Q Jest jasne, ze jesli F' jest rozniczkowalne, to F' ma pochodne czaskowe i dla i = 1,2
F (x1,22) = F'(21,22) 0 Lx,,

gdzie vx, jest wlozeniem X; w X; @ Xo. Jest tez jasne, ze jesli F' jest klasy C', to F jest
rézniczkowalne w sposéb ciaglty wzgledem X i Xo.



© Niech U bedzie otwartym podzbiorem R™ i niech F' : U — R™. Niech z € U i zal6zmy,
ze I jest stabo rozniczkowalne w punkcie . Odwzorowanie F' odpowiada kolekcji m funkcji n
zmiennych Fy, ..., F,, : R® — R. Niech {ey,...,e,} bedzie baza standardows R™.

Ve, F(x) = lim 1(F(z + tey) — F(x))

[ Fy(x +tey,) — Fi(x)
—lim% :
t—0 :
| Fon (z + teg) — Fi ()
[ Fi(x1, . X1, T + 6 Tgg 1, - ) — F1L(T1, ooy T 1y They Tt 1y - - 5 Ty
:hm%
t—0 :

L (@1, 1, T+, g1, - Tn) — Fon (1,000 B 1, Ty Thog 15+ -5 Tn)
-%L%%(Fl(xla"';xkfl,xk +tvxk+17'°'axn) _Fl(xla-~'7xk717mkaxk+17"',mn))
}%%(Fm(xla y Tk—1, Tk +t7xk+17' "7'/1:71) _Fm(xla"' )xk—lamkamk+17'-'7mn))
r O
5o (x)

OFy
_al;:: (33)

Stad macierza odwzorowania VF(x) w bazach standardowych R™ i R™ jest

O (x) - 20 (x)
: . : (4.3)
Olu(z) - Gn(a)

Macierz (4.3) nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania F w punkcie z. Dla m = n macierz
ta jest kwadratowa, a jej wyznacznik nazywamy jakobianem odwzorowania F' w punkcie x. Gdy
m = 1 macierz te nazywamy tez czasem gradientem funkcji F'.

Twierdzenie o wartosci Sredniej.

Q@ Niech X bedzie przestrzenia z norma. Zbiér funkcjonatéw liniowych ciagtych na X oznaczamy
symbolem X'’. Jest to przestrzeri Banacha z normg (X’ = B(X, K)). Wartos¢ funkcjonatu ¢ € X’
na wektorze z € X oznaczamy symbolem (¢, x). Dla ¢ € X’ i € X mamy zawsze

(¢, 2)| < [l oll]l]-

Twierdzenie 10 (Wniosek z tw. Hahna-Banacha). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha i niech
x € X\ {0}. Wowczas istnieje ¢ € X' taki, ze ||¢p|| =1 i

]l = (¢, ) .

O W szczegolnosci dla @ € X mamy ||z|| = sup (¢, z)|.
lloll=1

Twierdzenie 11 (Twierdzenie o wartosci $redniej). Niech X,Y bedq przestrzeniami Banacha i
niech U C X bedzie zbiorem otwartym. Niech F : U — Y bedzie odwzorowaniem rdzniczkowalnym
na U. Wowczas jesli x € U i h € X sq takie, ze x +th € U dla wszystkich t € [0, 1], to

|F(z+ h) — F(z)| < [|h]| sup ||F'(z+ th)]|.
teo,1]

Dowdd. Dla ¢ € X' funkcja
[0,1] 3t (¢, F(z +th)) €R
jest ciagta i rozniczkowalna na ]0,1[, a jej pochodna w ¢ €]0, 1] jest rowna

(¢, F'(x + th)h)
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(funkcja ta jest zlozeniem funkcji liniowej R 3 ¢ — th € X, funkcji F' i funkcjonatu liniowego ¢).
Z twierdzenia Lagrange’a istnieje t, €10, 1] takie, ze
(¢, F'(x + tgh)h) = (¢, F(x + h)) — (¢, F(x)) = (¢, F(z + h) — F(z)).
Teraz
|F(z+h) = Fa)|| = Sup (¢, F(z + h) — F(x))]
=1
= sup |<¢,F’(x —|—t¢h)h>‘
lloll=1
< sup 1611 /(o + tohh]
lloll=1
< sup HF’(QC + t¢h)H||hH

lloll=1

< ||hl| sup ||F'(z+th)]|.
te(0,1]



